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AVERTISSEMENT. 



Je pense avec pUsIours personnes que la 
partie élémeniaire 'de la Statique , est du do- 
maine de la Géométrie - c'est d'après celte 
opinion que j'ai rcrlïgé le présent Traité donl 
je '"lis rendre compte, 

Quelques auteurs de Statique ont considéré 
« ïbord les forces qui concourent et ensuite 
ics forces parallèles; d'autres ont d'abord établi 
]a théorie des forces parallèles et en ont tiré le 
parallélogramme des forces ; comme les rai- 
sons alléguées de part et d'autre m'ont paru 
également bonnes , j'ai adopté l'un et l'autre 
plan. 

Dans le chapitre premier, j'ai donné d'une 
manière simple la direction de la résultante de 
denx forces qui concourent, et ensuite j'en ai 
assigné la grandeur; j'ai étendu cette proposi- 
tion à trois forces représentées en grandeurs et 



en directions par les trois arêtes d'un parallclî- 
pipèdc rectangle conligues à un même angie 
trièdre ; enfin j'ai e:(p(Mé vin,e a^ire 4*i^9"s- 
trdtion du parallélogramme , très-longue en 
apparence, mais qui peut être résumée en peu 
de mots. 

Dans le second chapitre, j'ai donné le théo- 
rème des momens de deux et d'un nombre quel- 
contpae de forces qui concourent , la composi- 
tion et les momens de deux forces parallèles : à 
l'égard des forces qui concourent , j'ai démontré 
par la Géométrie que la grandeur de la résul- 
tante d'un nombre quelconque de forces qui 
agissent sur un point » estimée suivant un axe 
quelconque mené par ce point , est égals 
à la somme des grandeurs des composantes , 
estijmée suivant le même axe , théorème qui 3gt% 
à, étxdilir celjui des momens des forces. Ici 
j[ai dû considérer le système de deux forces 
^^es, contraires et non appliquées au mémo 
point, système que M. Poimsot appelle couple, , 
et qui forme , dans la Statique , un symbole du 
genre de co , en ce sens qu'il y a alors împossî- 
biHlé de remplacer l'effet de ces deux forces, 
par celui d'une force unique, imposslbililé qui 
s'étend à deux forces quelconques non situées 
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dans on même pMn, ainsi que je Fal démontré 
phis loiu. Dans ce chapitre , la composition 
^es forces parallèles , est fondée sur le parallè- 
logramme. 

Daps le chapitre troisième , i'éialjlis la Aéorîe 
des forces parallèles indépendamment du paral- 
lélogramme des forces (jui n'en est plus qu'une 
conséquence. 

Dans le quatrième cliapitre qui a pour titre : 
Composition des Forces en nombre quelconque , 
situées dans un plan et dans l'espace , ■ et ap- 
pliquées à des points invariablement liés entre 
eux , je me borne à tracer la mtarche des solu- 
tions qui sont le sujet du dernier chapitre de 
l'ouvrage. Cependant , je donne les formules 
du centre des forces parallèles , mais en suppo- 
sant qu'elles agissent toutes dans le mâme sens , 
pour en déduire celles du centre de gravité , qui 
deviennent nécessaires dans le chapitre suivant : 
je fais connaître le centre des moyennes dis- 
tances ; enfin je démontre , à l-a. manière de 
M. PoissoT , que deux forces , situées dans 
deux plans différens , ne sauraient être rem- 
placées par une force unique j mais , dans fe 
septième chapitre, je dégage cette démonstra- 
tion du point et de l'axe fixe qu'on suppose ici. 
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Vllj AVERTISSEMÏMT. 

Dans le chapitre ciuquicme où il est ques- 
tioD (le lu recherche tics ccnlres de gravité , 
oa remarqueia les beaux tbéurèiucs X.VII , 

xvm, \i\, XX, XXI ei xxii, dus k 

M. Berthot , uncien Elève de l'Ecole Polj~ 
technique f et maintenant i'rofesseur au Lycée 
de Dijon , qui le» a coiisîgucs dans la Corres- 
pondance Sur YEcole Polytechnique, 

On pourra se dispenser de lire le chapitre 
sixicme où l'on a considéré les niouvemens des 
centres de firavilé : cependant, on remarquera 
qu'il n'csl pas déplacé ici, parce qu'il se lie na- 
turellement au précédent ; d'ailleurs , tous les 
théorèmes dont il se compose , sont démontres 
par la seule Géométrie. 

Dans le chapitre sepliènie , j'ai donné sur 
l'équilibre des machines plus de détails quoi; 
n'en trouve dans les Traités modernes , et ce- 
pcnd^ut je ne crois pas avoir trop dit. J'obser- 
■yeiai ii.i , à l'occasion de la vis , qu'on n'a peut- 
être pas assez niiitivé la cmclusion qu'on dé- 
duit de la suite des rapports égaux entre les 
poids éicmenlaires retenus en équilibre sur cha- 
cun des élémeiis de la surface du Clet de vis , 
pt les liirces parliellcs qui les retiennent eu équi- 
libre ; eu eltei , on compose cps forces par voie 
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I de somme , comme si elles éiaient paralILIes , 
Vsans avoir démontré qu'on peut les ramener k 
[ cet état. J'ai rempli cette lacune à l'aide d'un 
théorème par lequel on prouve que des forces 
appliquées tangentlellement à une circonCc- 
rence qui n'a que la faculté de tourner autour 
de son centre, peuvent être remplacées quant 
à leur eÛét, par une force unique égaie à leur 
somme , et agissant tangentiellement en un 
point quelconque de la même circonférence. 

Ainsi que je l'aï annoncé plus haut , j'at dé- 
montré , à lit fm de ce chapitre , que deux forces 
non situées dans un même plan , ne peuvent ad- 
mettre une résultante unique. 

Le G^pilK huitième intitulé : Détermina tîori 
de l'Equilibre des Machines simples par le prin- 
cipe des P liesses virtuelles , est dû tout cntici- à 
M. BosscT , membre de l'Institut national , qui , 
par son ///j/^o/re des mathématiques, s'est foit, 
comme écrivain , une réputation égale à celle 
dont II jouit comme géomètre. IJauteur ne 
donne pas la démonstration du principe qui 
serait déplacée dans un Traité du genre de 
celui-ci ; il se borne à en tirer les conditions 
d'équilibre, en procédant d'une manière uni- 
forme , et en n'employant que le secours de 
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la Géométrie élémentaire , en sorte qu'il a 
mïit ces recherches à la port«e de ceux qui 
ont vu ce qui précède. 

Les chapitres neuvième et dixième où il est 
question du frottement , de la roideur âes 
cordes , et des conditions de l'équilibre entre 
des forces appliquées à un point et à un système 
de points invariablement liés entre eux , quoi- 
qu'clrangers à l'examen , font nécessairement 
partie d'un Traité de Statique. J'observerai qu'on 
peut se dispenser d'étudier le premier de ces 
chapitres, et que dans le cas cependant où oij { 
voudrait prendre connaissance des matières qui i 
y sont traitées, on fera bien d'en ajourner la !| 
lecture après celle du chapitre dixième dont je 
vais rendre compte. * • 

Les constructions données dans le chapitre i] 
quatrième , n'oflrant , pour la vérification de 
l'équilibre , que des moyens pénibles et d'ail- j 
leurs peu exacts , on donne Ici , pour arriver ] 
au même but , des formules qui n'exigent que 1 
les valeurs des composantes d'une force suivant 
deux ou trois axes rectangulaires. J'ai donc 
considéré des forces en nombre quelconque , 

1°. Situées dans un plan, et qui agissent 
sur un point libre ; 




>. Situées dâa& l'espace et qui agissent 
Bf^lcQ^e sur un point unique et libre ; 

3°. Situées dans un plan et appliquées à des 
;^ïnts lies invarîablâment euli'e eux daus ce 
plan ; 

4". Eutîn , situées dans l'espace et sollicitant 
On corps de forme invariable , question qui 
comprend la précédente. 

Dans une note qui termine l'ouvrage, j'ai 
donné du parallélogramme des forces , la 
démonstraliua de M. Poisson , insérée dans le 
n". IX de la Correspondance sur l'Ecole Poly- 
technique. , 

La Statique peut servir d'introduction à un 
ouvrage ayant pour titre : Programme du Cours 
élémentaire des Machines , par M. Hachette, 
suivi d'un Essai sur la composition des Ma- 
chines , par MM. Lakz et Be'tamcourt. Dans 
l'avertissement , M. Monge s'exprime ainsi : 
■ On entend par élemens des machines , les 
« moyens par lesquels on change la direction 
« des mouvemens , ceux par lesquels ou peut 
' faire naître les uns des autres , le mouve- 
1 ment progressif en ligue directe , le mou- 
t vement dq rotation, le mouvement alternatif 
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cr de va et vient. On seut que les machines 
«f les plus compliquées ne sont que les résul- 
te tais des combinaisons de quelques-uns de 
tr ces moyens individuels dont cet ouvrage 
«f présente Fénumération complclte. » 

Si ce Traité reçoit un accueil favorable , il 
reparaîtra avec des améliorations , fruits de 
renseignement et des conseils de MM. les 
Professeurs , que je recevrai toujours avec re- 
connaissance. * 
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NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

Ju'lDÉE que nous avons des corps est telle que nous 
ne supposons pas qu'ils aient besoin de mouvement pour 
exister: ainsi, quoique probablement il n'y ait pas une 
seule molécule qui soit en repos , nous n'en concevons 
pas moins clairement qu'un corps peut exister en repos. 

La nature n'offre aucun exemple d'un corps qui passe 
de l'ëtat de repos à celui de mouvement , et récipro- 
quement , sans que ce changement d'état ne soit la 
suite d'une action exercée sur ce corps par un agent 
extérieur; et on admet comme fait qu'un corps ne peut, 
par lui-même, passer du repos au mouvement, ni du 
mouvement au repos. 

Toute cause capable , soit d'imprimer du mouvement 
3^ un corps , soit d'anéantir ce mouvement , s'appelle 
force ou puissance ; cette force ne produit plus qu'une 
simple tendance au mouvement , s'il y a un obstacle ; et 
si celte tendance préexistait , elle peut la rendre sans 
effet. En agissant sur les corps, nous avons le pouvoir 
de les faire entrer en mouvement ou de les réduire à 
l'état de repos. 
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3 Leçons 

La Statique est rènsemble des méthodes pour résoudre 
les problèmes relatifs aux actions des forces sur les corps f 
dans le cas oii ces actions se contrebalancent et se dé- 
truisent réciproquement , de manière qu^il en résulte 
é^ui libre ^ ou immobilité du système. 

Si un corps est en repos sur une taUe ou sur un 
plan horisontal , et qu^on veuille , en substituant sa 
main à cette table , ou à ce plan , empêcher le corps 
de tomber y il faut exercer contre lui un effort pour 
rendre nul la tendance au mouvement ^ tendance de 
laquelle résulte une pression sur la main. Cette pression y 
et Teffort qui Panéantit^ of&ent déjà Pexemple de deux 
forces qui se détruisent, ou qui se font équilibre. 

Si Ton augmente ou qu^on diminue la quantité de 
matière , c'est-à-dire , la masse du corps à soutenir ^ 
et qu'on observe les changemens d'effets sur la main 
qui réagit pour s'opposer à la chute , on acquiert l'idée 
du plus ou du moins dans la pression, et conséquem— 
ment dans l'effort qu'il faut faire pour la détruire. On 
observera que la réunion de deux, trois , etc. , corps t 
qui ont des masses égales , donne une pression double p 
triple , etc. , de celle de l'un d'eux , et qu'en génénl 
ces corps exercent des pressions proportionnelles à leurs 
masses , ou aux quantités de matière qu'ils contiennent. 

Prenant donc pour terme de comparaison l^ pression 
due à un volume donné d'une matière homogène , et 
considérant qu'on a des moyens simples pour trouver U 
quantité de cette matière nécessaire pour obtenir une 
pression égale à celle qu'exerce un corps pesant quel- 
conque , on arrive à la mesure des pressions et des efforts 
par les poids , en sorte que ces pressions et ces efforts 
peuvent s'évaluer en nombres. 

Mais pour se former une idée nette de la mesure des 
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.Torce», il faut d'abord définir avec précision les forcei 
, et la force double, (liple , elr., d'une autre. 
X forces sont égales, lorsquVtant appliquées en sens 
, contraire a un m^me point , ou aux extrémités d'une 
droite iiidexiltle , elles se font équilibre. 

Si, après avoir reconnu que deux forces sont égales, 
un les applique dans la même direction h un même 
point, on aura une force double; si on en réunit trois, 
pa. aura une force triple; si on en réunit quatre, on 
>ura une force quadruple, et ainsi de suite. 

, qu'une force 

e est fcirméo par la réunion d'u 
; dont 
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Ainsi , toutes les 
1 certain multiple d 
première est forméo par 
ie forces dont chacune 

Donc , lorsque dans une question c 
Âeurs forces qui sont dcj multiples connue 
force, en prenant celle-ci pour unité, les 
sidérées devrout être remplacées dans le ci 
ambres égaux à ces muttiples , ât dans 
ijon^ géonrté triques par des lignes prnporlia 
niâmes multiples. Nous prendrons h ligne i 
d'une force , sur la direction mi'me de ci 
|iartlr de son point d'applicati .u ; c'est ce que nous 
appellfrons souvent la quaniilé, la grandeur de la force. 

La mesure de ce qu'on peut appeler Vintensili d'une 
force , étant ainsi ramenée à des notions préci.ses, il reste 
:onnaJtre le point d'application de cette force , 
<a ligne de direction , et le senj de son action suivant 
Klle ligne. 

Toute force qui agit su 
censée exercer son action 
corps, dans la direction d'u 
:t suivant un sens détcrmi 
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que les forcés ne sont pas toujours immédiatement ap»« 
pliquëes aux points matériels sur lesquels elles agissent; 
il arrive souvent qu^une force met ou tend à mettre un 
corps en mouvement , soit en le tirant au moyen d^ua 
fil inextensible attaché à ce corps , soit en le poussant 
par rintermédiaire d'une droite ou verge inflexible ap- 
puyée sur sa surface. Ce fil ou cette droite représente la 
direction de la force, et Fun ou Fautre de ces inter-« 
médiaires ne change en rien Faction de la force qui reste 
la même que si elle était immédiatement appliquée au 
point du corps auquel vient aboutir le fil ou la verge qui 
n'est qu'un simpk moyen de transmission de l'action de 
la force. Il sera donc permis de changer le point d'ap« 
plication d'une force , et de le transporter en un point 
quelconque de sa direction , pourvu que l'on suppose 
celui-ci lié au premier par une droite inflexible: ce déplace^ 
'ment du point d'application nous sera très-utile par la suite. 

Pour prendre le cas le plus simple , considérons des 
forces en nombre quelconque , appliquées à un seul point 
libre placé à la commune intersection de toutes leurs 
lignes de direction. 

D^abord, comme nous l'avons déjà dit, deux forces égales 
appliquées à un point libre, dans deux sens directement 
opposés , se font équilibre. 

En second lieu , lorsque deux forces inégales sont ap- 
pliquées à un point libre, dans deux sens directement op- 
po.^és, l'action sur le point, est celle de la plus grande force 
Q moins celle de la plus petite P: car en prenant de 
la force Q une portion égale à la force P, l'effet sur 
le point libre de ces deux forces égales et directement 
contraires , sera nul , et* il ne restera d'action sur le 
point que celle de la force Ç— Pf dans le sehs de la 
plus grande force Q, 
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Si plusieurs forcesy,y",/'",etc., appliquées à un point 
libre, font équilibre à d'autres forces jP, FH^ P"^ etc.> 
appliquées au même point , et que sans toucher aux 
forces F'^ F^^^ F"'^ etc., on puisse conserver l'équilibre , 
"en substituant à y, y^/, J^"j etc.^ , une force unique R p 
ïi sera ce qu'on appelle la résultante des forces....* 
/\ y^, /"% etc. , qu'elle remplace quant à l'effet sur le 
point. 

Substituer ainsi une force unique h plusieurs forces ^ 
c'est composer plusieurs forces en une seule. 

Réciproquement, si l'équilibre existait entre une force 
unique R et plusieurs forces F\ /"'% /^'% etc. , et qu'on 

pût le conserver en substituant à R les forces 

y 9 y, y*''', etc., toujours appliquées au même point, 
et sans toucher à F' y F'^^ /'"', etc., ces forces».. •*• 
fi f^^i J"'i c^c. , seraient ce qu'on appelle les compO'^ 
santés de la force R, 

Substituer ainsi plusieurs forces à une force unique , 
c'est décomposer une force en plusieurs autres. 

Une résultante fait équilibre à toutes ses composantes , ' 
lorsque , sans changer sa ligne de direction , on la fait 
agir sur le point dans un sens contraire à celui que donne 
la convposition ; car le point ainsi sollicité par toutes les 
composantes, et par cette force égale et directement op- 
posée à leur résultante , se trouve entre l'action de deux 
forces égales et directement opposées. 
. Si à un système de forces en équilibre autour d'une 
point , on ajoute un autre système de forces aussi en^ 
équilibre autour du même point , la totalité des forces^ 
sera aussi en équilibre. . 

Lorsque plusieurs forces y, y^, y", etc. , toujours 

appliquées à un point libre , se font équilibre , l'une 

quelconque de ces forces, devient la résultante de toute» 
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lès autres , lorsqu'on rapplique en sens contraire cle celui 
dans lequel elle agit : car on peut concevoir le point 
en équilibre entre Tactioh de la force f d'une part ^ 
et les actions t'énniès des forces^''', ^'", etc.; il faut 
donc que la résultante de ces dernières soit égate et di- 
rectement opposée à/'. 

La direction dé la résultante dé deux forces qui agissent 
sur un point , est dans -le plan des directions des com- 
posantes ; car si cette ligne pouvait se trouver an-dessus 
de ce plan y on pourrait toujours assigner, au-dessous du 
même plan , une ligné d'une position parfaitement sy- 
métrique , par rapport à celles dès composantes ; en sorte 
que , comme il n'y aurait pas de raison pour quo le 
point tendit à se mouvoir suivant l'une plutôt que suivant 
l'autre direction symétrique, ou le point n'irait dans aucun 
sens , ce qui est absurde , puisque les deux composantes 
ne sont pas égales et directement opposées , ou il suivrait 
deux directions , et alors il serait en même tems , dans 
deux lieux de l'espace. La résultante est donc dans lé 
plan des composantes , ce qui est plutôt une vérité de 
fait que de raisonnement. Il est encore évident que sa 
direction tombe entre celles des composantes. 

Si deux composantes qui n'agissent pas suivant une 
ligne dioîte sont égales , égalité qui doit toujours s'en- 
tendre des effets de ces forces sur le poîiit sollicité ou 
soumis à leur action , la direction de leur résultante 
divise également l'angle entre les directions des compo- 
santes ; en effet , il n'y a pas de raison pour que cette 
résultante s'approche plus de l'une que de l'autre des 
composantes. 

La résu tente de deux forces quelconques appliquées à 
un point libie, ious un angle quelconque, doit faire 
«vec la plus grande des deux forces , un angle moindre 
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' que celui qu^elle fait avec la plus petite ; car , e^ partant 

de deux forces égales P et Q qui agissent sur un poiut 

M, forces dont la résultante divise également Tait^ie 

- PMQ , si on suppose que la force Q diminue jusquV 

^ zéro , la résultante ira de sa première position jusqu^à 

la coïncidence avec P; elle s'éloignera donc de la force 

qui diminue ; ou elle se rapprochera de la force qui 

\ augmente , Tautre ne variant pas. 

Mous supposerons toujours <|ue la force «gisse du point 
' qu'elle sollicite vers la lettre P, ou Q^ ou il, etc., 
qui la dé^gne : ainsi nous nous abstiendrons générale— 
' ment de désigner le sens de cette action. 

Au lieu des lettres P, Q^ R^ etc., nous emploierons 
assez souvent , pour désigner les forces , les lignes prises , 
a partir de leurs points d'application , sur leurs directions 
. et dans le rapport de ces forces. 

Il est peut-être assez inutiles d'observer que la nature 
de la force nous est inconnue , et qu'il nous suffit de 
connaître ses effets, qu'alors, et au moyen d'un. petit 
nombre de principes fondamentaux , on peut toujours 
soumettre au calcul les données de la question , et en 
conclure l'équilibre ou le mouvement^ 
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CHAPITRE PREMIER. 

Composition et décomposition des Forces qui 

concourent. 

On a àil' {not. prél.) que îa résultante de deux forces 

rigt I* igaîesr'hVB^'ytC\ appliquées à un même point M, divise 

également l'angle BMC : donc cette résultante est dirigée 

suivant la diagonale du rhombe MBDC construit sur les re^ 

présentations des composantes. 

11 n'est pas "moins évident que si on suppose celte 
résultante R appliquée au point 1) lié invariablement au 
point M^ on pourra '<lui substituer les deux forces CI) , 
BD qui agissent de C y tes D et de B veps Dj parce que 
leur effet sera le même sur le point D ou sur le point 
M , que celui des deux forces MB , MC. 

Théorème premier. Si lorsque deux forces appliquées 
à un même point M, et dont Vune yarie d'intensité 
seulement, sont entre elles comme m et n, et comme m 
et p, leur résumante est toujours dirigée suivant la dia-^ 
gonale du parallélogramme construit sur ces forces , je dis 
que lorsque cesjorces seront entre elles comme m ^^ n + P> 
la résultante de celles-ci sera encore dirigée suivant la dia-^ 
gonale du parallélogramme construit sur ces forces, 

I 

Soient le parallélogramme MB G A , et CD parallèle à 
MB ^ et supposons lès trois forces MB, MC, CA dans 
Je rapport des nombres m , n et ^ : les deux forces 
MB et MC ont , par hypothèse , une résultante r qui 
passe par le point J) : à celle-ci on peut substituer dei|K 
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ntres forces BD et . CD agissant de B vers 2) et de C 
^ers D : or la force BD passe par le point G , et si 
on suppose la force CD appliquée en C ^ celle-ci et la 
force CA produisent , par l'hypothèse , une force unique 
ou résultante qui passe par le point G. La résultante 
des forces MB , MC + CA ou MB et MA , passe donc 
an point G , et comme cette résultante passe aussi par 
3/, elle est donc dirigée suivant la diagonale MG. 

Faisons maintenant m = nz=ip z=: i;et alors les forces 
MB et MA seront entre elles llil 2^ et leur résultante 
sera dirigée suivant la diagonale du parallélogramme : la 
même conclusion aura donc lieu lorsque les forces seront 
•î ï I 3, :: I :.4. ... et enfin :: i l g, La proposition 
étant démontrée , lorsque les forces sont entre elles. • • 
••it^f ou II g l i y s'étendra nécessairement aux cas 
•ùles forces seront entre elles i:^:^, ::^t3....et 
enfin il g l h ^ ces deux nombres étant commensurables. 

Théorème IL Lors même que les forces sont incommen-' 
curables , ou qu'elles ne sont plus dans le rapport de deux 
nombres entiers , la résultante est encore dirigée suivant 
la diagonale' du parallélogramme construit sur ces forces, 

. Car si la résultante des deux forces MB et MA , pou- Fig. 3. 
eait être dirigée suivant MO, à gauche de la diagonale 
MG du parallélogramme BA, en partageant MB en parties 
égales plus petites que OG, et portant ces parties sur BG^ 
1 y aurait un point / de division entre G et O; menant 
însuite IK parallèle à MB, la résultante des deux forces 
:ommensurable^ MB et BI, ou MB et MK , sera dirigée 
mivant MI', mais la résultante de celte résultante et de 
ii force KA que nous supposerons appliquée au point M 
tuivant sa direction, résultante qui sera celle des deux 
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forces MB et Mj4, doit être située dans Tangle IMA 
elle ne pourra donc passer par le point O , quelque voin 
qu*on le suppose à gauche du point G. Si on prend 
point O à droite de G en O' ; comme on pourra cncofé^ 
partager MB en un nombre de parties égales , tel qu'eA^j 
mesurant BO' avec l'une d^elles, il tombe an moins iiti< 
point de division I' entre G et 0', la résultante des forGei.( 
commensurables MB, MK', sera dirigée suivant Mrj naSà.\ 
si Ton observe qu^en passant des composantes MB ^ MKf 
aux composantes MB et MA^ la résultante devrait passet r- 
de la positioi) MP à la position MO'^ et qu'ainsi elle sa ^ 
rapprocherait de la composante qui diminue ^ on conclura ' 
que la résultante ne peut prendre la position MO', Donc 
cette résultante doit être encore dirigée suivant la dia- 
gonale du parallélogramme construit sur les deux com-^ 
posantes. 

ThéokÊME IIÏ. La résultante des deux forces V et Q^ ' 
est représentée en grandeur par la diagonale du parallilo^ 
gramme construit sur ces forces. 

On se rappellera ( not. préL ) qu'il y a équilibre entré ■ 
deux forces P et Q et la force égale et directement op- 
posée à leur résultante R j et que lorsque trois forces 
Fiff. 4. ^^"^ ^^ équilibre , l'une quelconque d'elles 9 est égale et 
directement opposée à la résultante des deux autres. 

La force R' égale et directement opposée à R résul- 
tante des forces MB ^ MA ^ fait donc équilibre aut 
forces P et Ç; ei conséquemment la force Q* égale et 
directement opposée à Q, est la résultante des forces . 
P et jR' ; or , ici la composante P est donnée de grandeur 
et de direction , l'autre composante R' est donnée de 
direction seulement, et la résaltante Q^ est connue à% 
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qiiantîtiS et de direction. Prenons sur la direction de Q* une 
longueur MF-=r MA^ joignons F tlB ^ puis par F menons 
FG parallèle à MB : je dis que MG sera la grandeur de 
la composante R* ; car si pposons que la force R' puisse 
être , représentée par MG' -^ MG ; si l'on construisait 
sur MB et MG' un parallélogramme , sa diagonale MF^- 
serait la direction de la résultante des forces P et A^ ; 
mais on sait que cette résultante doit être dirigée suivant 
MF prolongement de Mj4 : donc MG' < MG ne peut 
représenter /i'. Supposons en second lieu que MG"^MG 
puisse représenter R' ; en construisant le parallélogramme 
BG^^ la diagonale MF^' direction deÇ', ne serait pas dans 
lé prolongement de MA : donc encore MGfl ne peut 
pas représenter la grandeur de JR' : donc cette force ne 
peut être , représentée que par MG, Or les deux triangles 
CMA et MFG donnent MAC=MFG, CA = MB=FG, 
MA = MF \ d*où l'on conclut MG = MC^ ce qui prouve 
la seconde partie du théorème. 

Les théorèmes I, 11 et III sont le fondement de la 
Statique , et ils fournissent plusieurs conséquences que 
nous allons développer. 

i*. Quoique l'effet de la résultante sur le point sol- 
licité, soit le même que la somme des effets des com- pig. 5, 
posantes , néanmoins sa- grandeur est moindre que là 
tomme des grandeurs des composantes, puisqu'on a 

MD<MA + AD<,MA + MB. 

2\ Si du point D on mène la perpendiculaire DH sur 
la direction de la force P, on aura , d'après un théorème 
le géométrie ^ ' 

MD'=SS* +BD'' + 2,MBx BH 



^ MB +BD" + 2 MB X DD cosa. 
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m, étant Tangle entre les composantes. Conséquemment 

/î* = P» + Ç* + 2 PC cos « 

tang ilMP=« ^j^ - _-^— — . 

3». «, I, I étant les angles entre P et Ç, H et P, 
Ç et JR , on a cette suite de rapports, 

P : Q : il :: sin I : sin « : sin *. . . . (2) , 

en sorte que ces six quantités sont liées entre elles par les 
relations qui existent entre les trois côtés et les trois 
angles d'un triangle ; ainsi trois de ces six quantités étant 
données, on peut toujours déterminer les trois autres par les 
méthodes qui s'appliquent aux triangles. Si les trois angles 
sont donnés, on ne peut assigner que les rapports entre 
les grandeurs des composantes et de la résultante. 

4®. Puisque la direction de la résultante de deux forces 
P et Q ne dépend que du rapport entre ces forces, lorsque 
les angles a, 4, e ne varient pas, on doit conclure de la 
suite de rapports (2), que les composantes P clQ devenant 
TTïP, mQ , la résultante R doit devenir mR. 

5*. Lorsque l'angle a entre les composantes, restant le 
même , Tune des composantes augmente , la direction de 
la résultante se rapproche de celle de cette composante. 

G°. Lorsque les directions des composantes sont à angle 
droit , ce == 100*^ et cos«=o: la relation (i) devieni 
donc 

d'où l'on conclut qu'une force peut toujours être rem- 
placée , quant à son effet , sur un point matériel par 
deux autres forces agissant à angle droit sur ce point, 
pourvu que leurs grandeurs satisfassent à la relation (3) 
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«t réciproquement. Nous emplo'erons toujours ce dernier 
mode de décomposition d'une force. 

. Il sera facile maintenant de résoudre ces questions qui 
nVxigent que le parallélogramme des forces. 

Problème. Décomposer une force en deux autres ^ 
!•. données Vune de direction et Vautre de grandeur ; 
^, données en directions seulement \ 3**. données en grandeurs 
seulement; 4®* àont Vune soit donnée en grandeur et en 
direction. Décomposer une force en trois autres qui agis- 
sent ^ dans un même plan , sur un point , connaissant la 
direction de Vune et la grandeur de chacune des autres* 

Problème. Déterminer , tant en quantité qu'en dircc^ 
tion , la résultante de plusieurs forces données en grandeurs 
et en directions y et appliquées à un point unique. 

Supposons donc un nombre quelconque de forces dani 
an plan , agissant sur un point libre. Si ces forces ne 
se font pas équilibre , on trouvera leur résultante en 
grandeur et en direction , en composant deux de ces forces 
en une seule, celle-ci avec une troisième force, cette 
dernière résultante avec une quatrième force , et ainsi 
de suite. On aura donc réduit toutes les forces du système 
à une seule qui sera nulle dans le cas d'équilibre : dans le 
cas contraire, on déterminera l'équilibre dans le système, 
en appliquant au point M une force égale et directe- 
ment opposée à la résultante de la totalité des forces ; 
puisqu'alors ce point sera sollicité par deux forces égales 
et contraires. 

Autrement, soient P, Ç, 5", Tics forces appliquées au Fig. 6L 
point M et représentées par MB , MC , MD , ME : si 
par Textrëmité B on mène une droite Be égale et 



parallél* à MC, |jar e une tiroîte ed égale et paralIMe 
MD, pai </ une Aïonc de égale et parallèle à ME, on 
formera le polygone HIBedc Jont le côté Me est en gran- 
deur et en dirertion la résultante des furies données 
P, Ç, S, T. En effet, la diagonale Me du parallélo- 
gramme MBeC est la résultante des forces P et Q, que 
nous désignerons par -fi' ; la diagonale A/d'^du second 
parallélogramme i(/e<fZJ , est la résidtante R'I de R' et de 
S : la diagonale Me du troisième parallélogramme MdeE 
est la résultante fi de R» et T, et consêcjuemment celle 
des quatre forces données. 

Si le polygone se fermait de lui-même , ce qui arri- 
verait si l'exirémîté du dernier lôté tombait en M, il y 
aurait équilibre dans le système, puisqu'alors la résultante 
générale serait nulle. 

Les eûtes du polygone , proportionnels aux forces et 
parallèles à leurs directions , peuvent être déterminés 
dans un ordre quelconque, en ayant toujours égard aiuc 
sens d'action des puissance-^ : car il est évident qu'on aurait 
pu assigner d'abord la résultante des forces Pet 5, ensuite 
celle de leur résultante et de la force T-, enfin celle de 
cette dernière résultante et de la force Q. I.e dem'er 
côté, ou le coté qui ferme le polygone, est toujours le 
même en longueur et en position. 

Théorème IV. Trois forées représentées en grandeurs 
et en directions par les trois arêtes, d'un parallclipipijt 
rectangle , continues à un même angle irîhdre qui est ie, 
point sollicité , peuvent être remplacées par une /orcfi 
unique, représentée en grandeur et en direction par ,ia 
diagonale de ce parallélipipède , qui aboutit à ce point. 



M éianl en même I 



i d'un angle solî^ 
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Irièdre ^ tt le point sur lequel agissent les trois forces 
P^ QfSj représentées par les arêtes contigues MA , MB^ 
MC, la résulunte W des forces P et Ç, sera MD en 
grandeur et direction : la résultante R de R' et «9 , c'est- 
i-£re^ celle deP, Q9 «^9 sera en grandeur et en direc- 
tion « la diagonale ME du pa^rallélogramme MDECy ou du 
paiallélipipède ME, 

Si «9 S, y représentent les angles de la résultante R 
avec MA^ MB^ MC^ on aura ces relations 

JP=Jico5«, Ç = jRcosff, S=zRcosy\ 

élevant chacune de ces égalités au carré , ajoutant les 
résultats membre à membre , et tenant compte de cette 
réduction , 

COS* ûL + COS* ff -|- COS* y = I , 

on aura 
A> == P> 4..Ç» + 5^, d'où R:=:\/P^ 4- q^ + S% 

ce qui fait connaître la quantité de la résultante R : on 
a sa position p^r les trois angj^es 



ces tt = I , cos ff = 



V^P» + (>» -I- 5« ^/pa j^^. j^ s-- 

S 



cos y = 



V/P^ + (?^ + 6^* 



Réciproquement, toute force est décomposable en trois 
autres capables du même effet sur le point, lesquelles sont 
complettement représentées par les trois arêtes d'un pa- 
rallélipipède rectangle , ayant pour diagonale la direction 
•t la grandeur de la force donnée. 
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Théorème V. Trois forces dirigées sitiçant Us trois 
arêtes d'un paraîlélipipède quelconque, conligues à un 
même angle solide qui représente le point sollicité ^ et 
représentées en grandeurs et directions par ces arêtes f 
peuvent être remplacées^ quant à leur effet sur le point ^ 
par une force unique représentée en grandeur et en direc- 
tion par la diagonale de ce paraîlélipipède , qui aboutit 
au point. 

Cette dcmonstration se fait de la même manière que 
la précédente. £n désignant par a , h , c \ts angles que 
ces arêtes ou que la direction des forces P, Q et S font 
deux à deux 9 et par R leur résultante qui est en gran- 
deur et en direction la diagonale de ce paraîlélipipède ^ 
on aura 

JR'=iP»+Ç«4-5>+2PÇcosa+aP5'cos3+2Ç5'cosc , (*) 

si l'on note par (P, il), (Ç, j?), (5", R) les angles de la 
résultante avec chacune des composantes , on aura aussi 

B =z=P cos (P, R) + Q cos (Ç, R) +S cos (S, R). (*) 

Nous donnerons du parallélogramme des forces une 

ê 

(*) J'ai démontré dans le Rccueit de Théorèmes et de Problèmes , 
à la suite des Kéciproques , ^^. cdit. , pa^. 346 et 3^7) i®> que Ss 
étant la diagonale d'un paraîlélipipède quelconque , Sui' ^ ^A." , SA."*^ 
trois arêtes contigues à un même angle solide , on avait 

"55' = *?!? + ÔI7'* 4- s2'' q: 2 vS*^ . sa' cos AS A' 

ZfiSA, SA" cos AS A" :^v^SA\ SA" cos A' SA*' , 

le signe inférieur correspondant aux angles aigus entre les arêtes j 
30. Que 

Ss = SA co« ASs + SA' coi A'Ss + SA" cos A" Ss. 
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seconde démonstration que sa longueur ne permet pas 
de présenter à un examen ; il sera cependant facile de 
l'abréger , lorsqu'on en aura bien saisi Tesprit. Nous ne 
nous occuperons ici que de la recherche de la direction 
de la résultante. 

Théorème VI. Si deux Jorces égales P agissent sous 
un angle quelconque sur un point M .libre , leur résul-Ti%. 8» 
tante R est représentée en direction *, par la diagonale 
d'un parallélogramme construit sur les longueurs égales 
MA, MB. 

Car la direction de la résultante et celle de la diagonale 
du parallélogramme construit sur les représentations MA 
et MB j divisent, en même tems , l'angle AMB en deux 
parties égales. 

Corollaire I®^ Si chacune des composantes devient ttzP, 
la direction de la résultante ne change pas. 

Corollaire II. Si l'on suppose la résultante R des forces 
égales *P, décomposée en M suivant les. directions MA 
et MB , chacune de ces composantes sera P. Il en sera 
. de même , si ayant transporté le point d'application de 
la résultante de M en O , en supposant le point O lié 
invariablement au point M , on décompose cette résul- 
tante en O suivant les droites OE , OD , respectivement 
parallèles à MA et MB. 1 

Théorème VIL Si deux forces Q égales entre, elles^ sont Fig. 9.' 
appliquées sous des directions parallèles , aux deux extré- 
mités d*une ycrge inflexible et inextensible , leur ejfet sur 
cette yerge sera le même que celui d'une jorce uiïique 2, Q 
agissant parallèlement à leur commune direction sur le-- 
milieu de cette verge. 

Soient deux points matériels ilf et JS liés par une verge 
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wA»\iMr M tn«nemtble , ei scllkités le premier par ienx 

***vw y »i i» , I» second par deux forces Q rt — P:ïes 

1 f*>rc«)i ^^ rcpréspoK^es par JH^ et BC sont égales, 

|HnlMv« , « (rllcs agissent dans le m^me sens , c'est- 

Pi-Jtr« , Jp Jtf en ^ ei de B en C : les deai forces J* 

* — P agturnt de M vers D et de JS vers E , en sorte 

<(w» It^r cfTcl sur la verge est nul, et qu'ainsi l'effet des 

■fMir« forces, se réduit à celui de Q et Q, te qui aura 

I MKor* lieu en supposant P = Q, et alors les représen- 

I tolHHis MD et BE des forces P et — P seront égales aux 

f aiwteh MA et ifC prises dans le rapport des forces Q. 

direction de la résultante jR' des forces égales Q et P, 

diti»e également l'angle DMA des coinposanies P et Q 

[mol. préli. ) : la direction de la résultante R" des forces Q 



[m— f, di 
|-ll( 



xpa; 



, R- cl R" s 



iiAfei 



1 c 



k'aiit les dro 
IMA 



I iiipposant le 

i points d'à ppli( 
SV appliquée 

^.i* ft ,Ç dirigé 

lent parall^es à MU 

I au m^e point O , comme 

I et P et Q dirigées suivai 

égtiles et parallèles à BE 

\ Pet — Pqui agissent de 
nul , il ne reste d'action sur le point qu 
forces Q et (J qni agissent dans le même sens 
la m^me droite OK parallèle à la commune direction des 
forces Q , action qui est représentée par MA + BC 

I (not.prél.) et qui est celle de la résultante R des f. 

' Ç et Q. D'ailleurs, à cause de l'angle IOB=OBI, c 
l'angle MOI=IMO, les deux triangles ROI, OIM 
isoscèles , et on » IB = W ^= 131 ; donc la direction de 



■lies égales l'angle CBE ; ces 
rencontrent en O , et en 
invariablement lié aux 
pourra considérer la force 
résultante de deux forces 
les OD' et OK respecti- 
, et la force ii" agissani 
a résultante Jes deux force: 
OE' et OK respoctlve 
BC. Or l'effet des f 
rsD'etdeOvers£', 
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BE Statique. 
la résaltanie R passe par le milieu / de ia droite qai 
[oint les pointa d'application il/ et £ des composantes; 
Jonc, etc. 

Les deux propositions precéJenles vont nons servir à 

^«signer la direction de la rësullanle de deux forces qui 

.Agissent sur un point libre, eu ne considérant, comme 

lus l'avons annonce , que des forces commensurables. 

Théorème VIII. 5/ Jeux fortes inégales Q et V agis- 
sent sur un point M supposé Hère, I'utik de M vers A, Vautre 
de M vers B , ieur rj/et sur ce point est le même que celui 
force unique , représentée en direction par ta dia- 
gonale HE d'un parallélogramme construit sur lei lignes 
MA, MB prises à partir du point M sur les directions 
tt dons le rapport de ces composantes. 

Supposons Ç^ aZ". La résultante R' de la force Fj., , 
; de l'une des deux forces P dont se compose Ç, 
est dirigée suivant la diagonale MC du parallélogramme 
.construit sur les lignes égales MA' et MB, représentations 
des forces P. On pourra transporter en C le point d'ap- 
plication de la résullanle il', et supposer que l'autre force 
F, représentée par A' A = MA', agisse en A', les point» 
C et A' étant invariablement lies entre euK et au point 
M. Si nn décompose la force R' appliquée en C ej 
dirigée suivant CC prolongement de MC , en deux 
forces dirieées suivant les droites CD , CE respectivement 
parallèles à MB et ^iÂ, chacune de ces composanfts, sera 
P, puisque, réciproquement, ces composantes donneraient 
pour résultante R' . On aura donc deux forces P égales et 
parallèles anx extrémités A' et C de la droite A'C, les- 
quelles se composent en une résultante R" égale à leur 
commune direction, et passant par le milieu de la 



droite y*'C(7»»for.Vn). Que l'on transporte e 
d'appliration de R" et de la furce P dirigée 



O les points 
uivamCZ); 



celle des forces Ç et i* passera 
1 aussi passer par M , et conse- 
nt la direction de la diagonale 
JB dont les côtés MM et MB 
apport des forces Ç cl P. 
décomposerons Ç en :iP + P, 
MB, la force Q le sera 
P pni MA' = iMB. j 



ésuitame 71 qui s^ 
auï^siparO, mais elle 
quemment elle agira si 
ME du parallélogram 
sont précisétnenl dans 
, 2". SoilÇ = 3P. N. 
la force P élani représentée p; 
par MA^ZMB et la force 
résultante R' des deux fortes nP flP, 
Tant la diagonale MC du parallélogram 
MA' et MB : si l'on transporte son point d'application 
de M en C, le point C étant înTariablement lié au point 
M , el qu'en C on la décompose en deux forces dirigées 
suivant CE et CD respectivement parallèles à MA' et 
MB, la composante snivant CD prolongement de A'C, 
sera P, et 1a composante suivant CE prolongement de 
BC, sera 2 P. Si l'on compose la force P snivant CD 
avec nne des forces P suivant CE, leur résultante fi^ 
divisera également l'angle ECD ; elle sera donc dirigée 
suivant CK prolongement de A''C diagonale du parallé- 
logramme intermédiaire v!(''C , construit sur les forces P 
elP. Si maintenant on compose l'autre force P agissant an 
point C suivant CE avec la force P excès de Çsura P et 
quenoussupposeronsappliqoée au point ^"invariablement 
lié au point M, la résultante R'" sera d'une direcltoa 
parallèle à la direction commune des composantes, et eQe 
ira passer par O, milieu de A''C, et conséquemment 
par i, milieu de CA'. Cette résultante R"' qui équi- 
vaut à aP et la résultante R" qui remplace, quant à 
l'effet , les deux forces P et P, appliquées l'une et l'autre 
■à leur point de concours lié au point M, donneront 
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:q h une rcsullame R qui $cra celle des forces 3 Pet P 

qui passera par 0; or cette résultante passe aussi par 

Jlf ; elle est Uonc dirigée suivant -la diagonale ME du 

parallélogramme construit sur les longueurs MA et MB . 

prises dans le rapport des forces 3P et P. 

5". Soil Q = 4P=2P-{-aP. La résultante desF*! 
forces 2 P et P est dirigée suivant MC diagonale du 
parallélogramme construit sur les longueurs MA" el MB 
prises sur lés directions el dans le rapport de ces forces. 
La repultente R' appliquée en C el décomposée en ce 
point suivant les ligues CD el CE respectivement pa- 
ftJlèlés'él égales k'MB el MA", donne les composantes 
P-et a P. Les deuï. forces dont chacune vaut a P, dirî- 
gSe's'suivant A"A et CE, cl appliquées aux points A" 
tOCHis invariablement au point M, donnent la résul- 
tante B'/ dirigée psrallilement à MA et passant par / , 



milieu de jé"C. La force P diricr 



CD ciant 
, donnera 



appliquée à ce point /, et composée 
la résullanle It des forces 4P p' P q"' passera par /; 
niais elle doit au^sî passer par M. Donc cette résultante 
sera dirigée suivant ÎHI, et conséquemment suivant la 
diagonale IHE du parallélogramme construit sur les len- 
teurs il/fi et MA prises dans le rapport des fi>rces 
Fut if. 

Nous allons étendre ce raisonnement à detix forces , 
dont l'une soit P, et l'autre Q^=mP , m étant un nombre 
entier ; mais il conviendra de distinguer entre te cas de m 
Oombre impair ^et celui de m uombre pair,^ - 



. Soit T 



mbre 



npau- 






1 pa- 



lall^logratnme construit sur des longueurs prises à partir 
du point M d'appUcatïart des forces, sur les directions et 
dans le rapport^ de ces forces , puis ce parallélogramme 
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r <livii^ en 


m paralldlogrammrs partiels éganx , numéroïc* 


1 «,",3 


, «le. , h partir de cpIui dont v 


m des angles est 


le poim I 


natériel Jt/, Cela posé , on prendi 


■a la plus grande 


moitié tli 


m + r 


ce nombre îm- 


piir, on 


composefti les forces ( — — 


-^PelFenutie 


résultante R' dirigée suivant îa diagona 


lie d» parallélo- 


gramme 


construit eur les représentations 


des composantes 


(^ 


-J PttP, prises à partir êa 


pdint M sur les 


longueur 


s ijiii représenipnt les forces Ç ■ 


DU mP et P. Si à 


iViIrémi 


le C de relie diagonale, opposée au point M, 


^^^ on décompose la résultante Jt' suivant 


deux directions 


^^L parallèles aux directions primitives des 


forces Q et P^ 


^H ainsi 


on l'a fait prérédemmenl dans 


des cas parti- 


^K culier. , 


et pour m nombre impair , o 


- retrouvera les 


■^^en. 


nposanies ^Z" "^ ' ^f etP. Q 

/ m -1- 1 \ 


u'en ce point C, 
es P avec P, la 


^^BîPon coït 


ipose l'une des ( ^ ) f^" 




^^^KgemcnL de la dîagnnulc ilu parallelogran 
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ua>liquécs aux iletu extrémités de la diagonale du parai- 
[élogramme partiel numéroté : leur résultante 

R"' ira passer par le milieu O de cette diagonale : donc 
la résultante il des résultantes R'" et R" appliquées en , 
laqoelle sera celle des forces mP et P, c'est-à-dire, 
Q ei P, ira p3!>aer par le centre du parallélogramme par- 
lîent le milieu dans le parallélogramme total ; 
mais celte résultante doit aussi passer parJtf: donc elle 
Mra dirigée suivant la diagonale du parallélogramme total. 
Le raisonnemcnL et la conclusion resteraient absolument 



Ici mêmes pour nombre pair, c'est-à-dire, pour 

a", Sçit m nombre pair : on cptnposera P avec P^ 

tl la résultante R' sera la diagonale du parallélogramme 

construit sur les représentations d^ ces forces. Si 

Fsi impair , la résultante R' étant décomposée au point 

C diagonalement opposé à M, en deux forces Pet P 

suivant des directions parallèles à celles de Q et P, la 
roitiposanie P se trouvera dirigée suivant le prolongement 

vers C de la batte du parallélogramme composé de 

parallélogrammM partiels , et il restera aux deux extci^- 
mités de celte base deux forces parallèles e| égales cha- 
cune à P, qui donneront pour résultante it" î la 

3 

direction de celte résnli 
rigée suivant la base du parallélogr: 
rallélogramme total, dans le mili. 
la résultante R de il" el 



I de celle base ; or 
est-à-dlre, de mP et P 



i 



^4 Leçons 

passant par Jet par 1p point iYfd^applî cation des forces, sent 
encore dirigée suivant la diagonale du, parallélogramme 
total construit sur des longueurs prises à partir de M, 
sur les directions et dans le rapport des composantes. 

pans le cas de nombre pair , il n'y aura rien à 

changer au raisonnement et conséqaemmept à la con- 
clusion. 

' Nous observerons que , dans ce second .cas , après 
avoir, décomposé au point C diagonalement opposé k M j 

la résulunte R' des forces -^ P et P en ces deux forces. 

2. 

on n'a plus à composer que les deux forces parallèles 

— P dont la résultante mP rencontre la direction de la 

force P qui reste h considérer, au milieu de la base du pa- 
rallélogramme moitié du parallélogramme total , tandis 
que, dans le premier cas, la décomposition de R^ au point 

analogue, donne deux composantes dont l'une ( j P 

excède sa parallèle ( J P d'une force P;.en sortç 

. que pour jramcner les deux forces parallèles à être égales , 
puisqu'on ne sait les composer que dans ce cas , il faut 

distraire de ( j P une forcç P po^r la composer 

avec P, et alors il reste les deux forces parallèles et 

égales chacune à f — — — j P. 
■ 
Passons à la relation plus générale Q = P: dans ce 

cas, la force p étant commune mesure de Q et P, ou 9 
Q mp m 

HF ^ np "~ » /' . 
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. Supposons 1^2, et prenons les longueurs MA F'B' ' 
Ici MB pour repré,sentPr les forces Q = mp el P= 2p. 
mrra {Théor. VU), regarder la force 2/> comme la 
I résultante de duux forces p' qui agiraient sous des direc- 
I tions parallèles à MB et qui seraient appliquées aux points 
A et A' equi-dislans de M. SI on transporte de JW en A 
le point d'application de la force Q = mp ^ on aura en 
: point deux forces mp et p qui donneront, la résul- 
tante Jf' dirigée suivant la diagonale du parallélogramme 
construit sur les longueurs AA'i = MA el Aa = ^ MB. 
Or les directions de la résultante R' et de l'autre force 
p appliquée en A', prolongées, se rencontreront en A"' ' 
qu'on peut prendre pour te point d'application de cha- 
cune de ces forces : donc la résultante R des fortes R' 
et p qui sera «Uo des forces mp , p el p , et cotisé— 
quemment des forces Ç et P , passera par A'" ; mais 
«lie doit passer par M; donc elle sera dirigée suivant 
A"'M. Or, dans les deux triangles semblables AKA", 

AA' A'" , on a AA' ^= ^.AA"^ et conséquemment 

Â-A<" = 2 A''K = MB ; d'ailleurs MA' = MA ; donc 
les deux trbngles MA'." A' et MAC sont égaux , et le 
prolongement MC Je A"'M, est la diagonale du pa- 
rallélograïame MC construit sur les longueurs MA et 
MB prises dans le rapport des forces Q et P. 
, 2", Soit n = 3: les droites MA et MB représentant Fi g. 
toujours les quaulités et les directions des forces Q = pm 
Cl P== Z.p , je compose Q avec ap ; la résultante R' est 
dirigée , comme on vient de le voir , suivant la diagonale 
du parallélogramme AA' dont le côté MA' représente 
a/); je décompose R' en C suivant CC et CA'! res- 
pectivement parallèles à J^L4 et MB ; en sorte qu'on a, 
ruivant CA", une force ap, et il reste , suivant MB , 
une force p. Les forces parallèles p qui agissent aux poinl* 




qui 
I. nio 
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M tt C donnent une résulUnle R'/ 1= ap dont le point 
'l'upplicaiion est en J niiliea de i)/C , et il teste en C 
le» deux force» Q et p dirigées suivant CC et Cj*», 
farces ijui donnent la ri^sullante R'" dirigée suivant la 
diagonale du parallélogramme C'A"' dans leqnel CA'" 
représente p ; de sorte que si l'on prolonge la direc- 
tion de R"'C jusqu'à celle de R" en K,,la résultante 
R de iï"' et iî'' sera celle de Ç , ^ , et ap ou Ç et 3p : 
on a donc deux poinu M et K Je sa direction. Or, le 
.cftté' MB étant divisé en trob parties dont chacune re- 
présente une force /j, et le parallélogramme MA'" étant 
divisé en trois paralléltigrartunes égaui , il est cvi 
que a: e.st le milieu de la. diagonale du parallélograi 
moyen ^'a, et qu'ainsi U résnllantE i( de F et Ç 

icorn. dirigée suivant la diagonale du parallélogrami 

instruit sur le;i représentations des forces Q et P. 

On remarquera sans peine qu'on passe de la résultanî 
des forces mp et 'dp i celle des forces mp et 4-'p ** 
plus généralement de celle des forciis mp et n/» à crllo 
des forces mp et (n-f-i)/', « étant un nombre im- 
pair, de la m3me manière qu'on vient de passer de la 
résultante des forces mp et p à celle des forces mp el 
ap, el que le passage de la résultante des forces mp el 
Tip à celle de mp et (n -4- i) p, n désignant un nombre 
flair, se fait de la même manière que celui de la résultante 
de mp et sp à celle de mp et 3p. Le théorème est done 
ainsi étendu nn cas Aei deux forces Q el P commen— 
surables. 

Nous renverrons pnnr la direction de la résnliantc, dans 
cas de rinromniin'urnbililé, el pour sa grandeur à ce 

li a été démontré (Théor. II el III). 
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CHAPITRE II. 

Des mornens des Forces qui concourent; de 
la composition et des moniens des Forces 
parallèles. 



Tout produit 
ir sâ direction , si 






force par une pcrpendiciil.iii 
ment de la/orce: o» n'ai 
î'ilre idée t^«e celle d'n 
litnple produit de deux nombres dont l'un exprime 1 
htvx , et Paiilre &a distance i 
Si plusieurs forces roncnure 
d'un point cjueiconque , pris dans leur plan , <in mène 
'iu perpendiculaires sur les directions des forces , re point 
lie départ des perpendiculaires , se nomme centre des 
Moment 

Avant il'ca venir au théorème des momcns , nous dé- 
manlrerons une propriété qui trouvera son emploi dans 
U rhapitre , et dont nous tirerons par la suîle d'.iiHres 
lOiuéquences. 

Théorème IX. La grandeur de la résultante d'un 
«ambre quelconque de forces qui agissent sur un point libre, 
iilimie suivant un axe quelconque mené parce point, est 
à la somme des grandeurs des composantes , estimées 
iuniant le même aXe. 

Soient P, Q, S, T les composantes représentées par Fi 
pB, MCt MD, HfS et R la résultante .- on a vu 
^og. i3, Pfolil-) que cette ruulOnle était représentée par 
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Me dernif r cfttë du polygone MBedc dont les côlés MB , 
Bûf edj de sent proportionnels aux^ forces P, Qj ^y ^« • 
Or , MN étant un axe pris à volonté , si . des points 
£9 ^9/^9 e on abaisse sur cet axe les perpendiculaires 
Byj ee% dd\ cd ^ on aura 

Mc' = Mh' ^ b'e' + e'4' + âc' ; 

-- Mais ilfc', Mb\ Vef^ e'd\ JV sont les projections de la 
résultante et des composantes sur l'axe ; donc , etc. 

Théorème X. 5/ plusieurs forces agissent sur un 
point libre, le, moment de la résultante est égal à la 
somme des momens des composantes. 

»■.!.- . • . 

E»g. i5. Pour commencer par le cas le plus simple , considérons 
deux forces P' , P" et leur résultante R , et parce que 
le point ./^ de départ des perpendiculaires, peut avoir 
trois positions , prenons-le d'abord hors de l'angle 
des composantes ; soient MB , MC , MD les r:eprésen- 
tations des forces P*, PH et de leur résultante j^,..«. 
Fp't Fp^, Fr les perpendiculaires abaissées du poiat F 
sur le^ directions de P, P^ et. .R : si l'on .joint les 
points F et M , F et D , F et B j on aura un triangle 
MFD, composé de ti-ois triangles MFB j BFD^ MBDj 
et conséquemment l'égalité 



f . 



MFD = MFB + BFD + MBD. v 

Kemplaçant ces surfaces par .leurs valeurs , et ,(\b^e]:yant 
que Fp*f perpendiculaire à MC , l'est à sa parallèle DB 
prolongée jusqu'en Zr , on aura celle-ci : 



. i 



^MDy.Fr =i MB x Fy»'T+- i DJS x FL-\- iDB xif « 
= iMB X iy + i DÉ X Fp", 
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qui devient ^ 

en désignant par r, /?% p'f \ts perpendiculaires Fr, Fp'^ Fpff, 

Si le point F est situé dans l'angle des composantes , pig, ,g^ 
par exemple , entre P' et R ^ on aura , en conservanl 
la constraction précédente, 

MBD = MFD + BFD + BFMj 
où 

MFjD = MBD — JBFD — BFM, 
et 

i itfl) X Fr === 1 1)^ X i/? '/ — i 51) X FX — 1 JBM X F// 
= iDBxFDff—iBMxFp\ 



d'-^ 



donc 



« 



Rxr = F/ y^pll —P xp'....(2). 



Le point F étant supposé entre la résultante et la force 
P"^^ on trouvera cette relation, 

Rxr:=:F Xf -^Pfl xp^....(3). 

Si le point F de départ des perpendiculaires est pris 
sur la résultante , la perpendiculaire r devient nulle , et 
conséquemment le produil; Rr = o , et alors les formules 
(2) et (3), qui convienneht à cette hypothèse , s'accor- 
dent à donner 

p xp' = P^ X pn, d'où p : pu :: pn : f. 

Donc^ 'si d*un point quelconque de la résultante de d^ux 
forces qui agissent sur un point libre ^ on Rabaisse des 
perpendiculaires sur leurs directions , les grandeurs des 
composantes j seront réciproquement proportionnelles à ces 
perpendiculaires. 

Si le centre des momens est pris sur une composante, 
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. la résultante et Vautre comjiosanfe sont en raison inverse 
des perpendiculaires abaissées sur leurs directions. 

Fig. 1--. T^f^» Les équations (i), (2), (3) montrent que le mo- 
ment de la résultante, étant seul dans un membre, celui 
de la force qui est situé du même côté que cette ré- 
sultante par rapport à la ligne MF ^ est de même signe^ 
et que le moment de Tautre force, est de signe contraire. 

Venons maintenant à la démonstration du théorème 
énoncé. Soient i", P^/, P'", P', etc. , des forces qui 
concourent en M et jR leur résultante : soient MA^ MB^ 
MCy MD^ ME des longueurs prises dans les rapports 
des composantes et de la résultante. Si des points A^ B ^ 
C^ Df E^ on abaisse' des perpendiculaires 4a ^ Bb ^ 
Ce , Dd , Ee sur l'axe MX qui joint le point de con- 
cours M au point F de départ des perpendiculaires Fa\ 
Fb'^ Fc'^ etc. , sur les directions des forces , on aura 
d'abord , à cause des triangles rectangles semblables 
MAa^ FMa' 

MA : Aa :: mf : Fa\ 

d'où 

^AxFa'=MFxAa; 

par la même raison , 

MB X Fb' = MFxBb 
MC X Fc' z=,MF xCc 
MD X Fd' = MF X Dd. 

I 

Ajoutant toutes ces égalités, il vient 

MA . Fa' + MB . Fb' + MC . Fc' + MD x Fd', 
TzzMF (^Aa +Bb + Cc + Dd) (4). 

Or, si par M on mène une perpendiculaire My à MF^ 
le facteur de MF sera la somme des forces estimées 
«uivant MY , et il a été démontré ( Théor. IX ) , que 
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cette somme est égale à la résultante R estimée de la 
même manière, en sorte qu'on pourra remplacer. ,«• . 
Aa '■\^ Bb -}- Ce -{- Dd par Ee. Mais on a aussi 

ME X Fe' =MF X Ee. 

I 

Donc , si l'on design^ par p'^ p" r les perpendi- 
culaires menées du point F sur les directions des forces 
et de leur résultante , la propriété (4) deviendra 

F.p' + Pn.pil + F^i.p"! + P>^./?»^ =: R.r.. • . (5) 

Si la force P'^, par exemple , tombait au-dessous de 
MF, la perpendiculaire DJ serait négative , et il en serait 
de même du produit MF.Dd ou de MD.Fdf qui est 
F^p^"'^ en sorte que la propriété (5) deviendrait 

Pipf 4- pu pli ^ piyi _ pirpir -3, /J^. 

Généralement donc , on prendra positivement les moment 
àt$ forces situées au-dessus de MF^ et négativement ceux 
des forces situées au-dessous de cet axe, en supposant, 
bien entendu , que chacune des forces agisse de M vers 
la lettre qui la désigne. 

On observera que, dans le cas de l'équilibre , la ré-- 
sultante jR = o , et qu'ainsi le produit /îr = o , ce qui 
arrive encore lorsque le point de départ des perpendi- 
culaires est pris sur la résultante elle— même. 

On tire encore de la comparaison des triangles sem- 
blables employés précédemment, ces égalités 

MA, Ma' r= MF. Ma 
MB . Mb' = MF . Mb 
MC . Me' = MF . Me 
MB . Md' = MF . Md 
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et par F addition 

MA.Ma'+MB.My+MC.Mc'+MD.Md' 
^MF(Ma+Mb+Mc ^ Md)=MF. Me=ME. Me' . . . (6)- 

CoroUaire V\ Puisque la somme Afn+M^+Afr + AH 
des projections des composantes sur l'axe x , est égale à la 
projection Me de la résultante sur le même axe, et qu'aussi 
sur l'axe des j, la somme ma*''\'Mb"+ 3fc"+ MJ"=JlfH^; 
on déterminera la résultante en grand'^iir et en position , 
en portant ces deux sommes de projections mises bout à 
bout, sur chacun des deux axes, élevant par chaque extré- 
mité une perpendiculaire sur chaque axe , et joignant le 
point M et la rencontre de ces deux perpendiculaires. 
Cette constrtictiori est préférable à celle que nous avons 
donnée (jJag, i3, ProbL) 

Fig. 18. Coroll. IL Si les forces F, P//, P'% P^ sont telles en 
grandeurs et en directions que la somme des projections 
Ma -f- Mfl, so!t linéairement égale à la somifle des 
projections Bld -f- Md , et qu^on ait aussi la somtne 
Maff + Bld'f linéairement égale à Mb" + McH ^ la ré- 
sultante des quatre forces sera nulle , c'est-à-dire , que 
ces forces se feront équilibre autour du point ilf. Car, 
alors l'effet des forces données sur le point M, pourra 
être remplacé suivant l'axe XX' par celui des deux forces 
2LMa et iMd et suivant l'axe YY' par Maî^ + MdU , • ., 
et Mb^l -|- ■^^^'^ » ^" faisant la somme des forces qui 
agissent dans le même sens ; mais comnde , par hypo- 
thèse, les deux forces 2.Ma , o^Md sont égales , et de plus 
directement opposées, l'effet des composantes suivant 
l'axe des x est nul , et il en est de même , et par la 
même raison, de celui des deux composantes suivant 
l'axe des y. Donc , le point M reste en équilibre entre 
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rAction dés huit forces par lesquelles on a pu remplacer 
les forces données. 

Coroll. in. On déterminera d'une manière analogue 
la direction et la grandeur de la résultante d^un nombre 
quelconme de forces situées dans Pespace et appliquées 
a un pomt unique et libre , et on sera assuré qu'il y 
a équilibre autour de ce point , lorsque les projections 
de chacune des composantes , suivant les trois axes rec- 
tangulaires menés par te point, seront séparément nulles , 
^n ayant égard aux sens de leurs .actions , toujours dé- 
terminés par ceux des actions des forces données. . 

CorolL IV. Si la seule somme de projections suivant 
Taxe des x est nulle , alors la résultante agira suivant 
Taxe des y et dans le $ens de la plus grande somme de 
projections suivant cet axe , en supposant toutes les 
forces dans un plan : si lès forces sont dans des plans 
dîfTérens , et décomposées suivant trois axes rectangu- 
laires menés par leur point de concours, et que la somme 
des projections suivent l'axe des x soit nulle , la résul« 
tante agira dans le plan des yz , et sa grandeur ainsi que 
sa position dans ce plan, résulteront des grandeurs et des 
sens d'actions des projections suivant les axes des y 
et des Zé Si les sommes de projections sont nulles suivant 
Taxe des x et suivant Taxe des j^^ Il n'y aura d'action sur 
le point que suivant l'axe des z, 

ThÉOBÊME XI. Si deux forces parallèles agissent sur 
deux points d'une ligne droite inflexible et inextensible^ 
1**. la grandeur de la résultante est égale à la somme 
des grandeurs des composantes; 2^. la direction de la 
résultante est parallèle à la direction commune des com- 
posantes ; 3°. la direction de la résultante coupe la portion 
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de la droite comprime entre les points d'application Jes 
composantes , en deux parties réciproifuement proportion^ 
nelles à ces composantes, 

F^*i9* Soient P, P^l deux forces qui concourent, a Taiiglfl 
entre ces forces , et A la résultante ; on a trouvë,.^pag« 12) 
cette relation 

A' = F' + F'« + 2 FPli cos a, 

qui a lieu quelque petit que soit Fangle «, et qui sub- 
siste encore à la limite ou cet angle devient nul et oik 
conséquemment les forces deviennent parallèles. Dans cette 
hypothèse , la relation précédente devient 

A» = P* + 7.P11P + pn» , 

de laquelle on déduit 

Quant à la direction de la résultante , on observera 
que si de l'extrémité D de la représentation de la résul- 
tante , on mène des perpendiculaires DK = p\ DH:=pf/ 
sur les directions des forces F, F', et qu'on désigne par 
é et t les angles entre P* et iï , P* et A, on aura 



p'=jRsin ê =P//sinift 
pff = jR sin É = F sin a 



donc 



sin ^z=z 



sin i=L 



i" sin m 



W 



or pour l'angle « nul , sin i et sin m sont aussi nuls. 
D'ailleurs , le point de départ des perpendiculaires 
étant pris sur la résultante , on a cette équation des 
momens (pag. 29.) 

Fp' = P'fpf/, d'où F : P" :: pff :y.... (3). 
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Alors la iîg. 19 «e transforme dans la figure 20 ; 
c'esl-a-clire , que les deux forces parallèles P' et f* 
agissent sur deux points niatikiels £ ci C liéç l'un à 
l'autre par une verge rigide JBC , et les perpendiculaires 
DK =pS DH = pfl menées du point D où la résul- 
tante R rencontre la droite BC , sur les directions de F 
et P^, étaijt dans le rapport de ^J/?à DC j Ist proportion 
(3) devient 

■ 

Les résultats (i), (a) et (4) rendent l'énoncé du théo- 
rème que nous allons démiontrcr directement. 

Soient P', P^f deux forces parallèles appliquées dans le Fig- ^v* 
zpcuie sens k deux points B ti C d'une verge inflexible 
et inextensible : supposons aux piémes points deux forces 
Q' et Qlf égales et appliquées dans des sens opposés, l'une 
suivant BQ' et l'autre suivant CQ^I : l'effet de ces 
deux forces sur la verge sera nul , et conséqucmment 
la résultante des quatre forces P, P//, Q\ Q^ sera 
la même que celle des deux forces primitives P' et P^. 
Or, les directions de la résultante R' des forces P' et Q' 
et de la résultante Rfl des forces P" et Q^^ iront con- 
courir en un point M qu'on supposera invariablement 
lié aux points B et C, Si par M , on mène une parallèle 
f/f à CjB, et une parallèle MR à la direction commune 
des composantes ) et qu'en M, où on supposera trans- 
portés les points d'application de R^ et Rl'^ on décqmpose 
chacune de ces forces suivant F H et MR , ces compo- 
sâtes seront en quantités et en directions les mêmes 
^u'cn B et C \ on aura donc suivant Fli deux forces 
Ç' et Qfl égales et contraires qui s'entredélruiront , et 
*oivant MR les deux composantes P' et PH dans le même 
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sens et qui^ cons^quemment , se composeront par yoie de 
somme. 

Donc, I*. la grandeur de la résultante R de deux 
forces parallèles , est égale à la somme des grandeurs de 
tes forces ; et a^. sa direction est parallèle à la com-^ 
mune direction des composantes. 

tl reste à trouver le point d'intersection J9, c^est-à-dire| 
celui d^appUcation de la résultante. 

Soient MP, MQ^j des lignes proportionnelles a^x forces 
P et Ç' ; MP^/, MÇ'' des lignes proportiqnnelles aux 
forces P* et Q// : on aura ces proportions 

p : Q' :: MD : DB ; Qf : pu :: dc :MD. 

Si on les multiplie par ordre , et qu^on tienne compte 
dc Ç'' = Q' j un aura celle-ci 

p : pv ::DC:DB....çfy 

Donc , 3^. le point inapplication de la résultante , -divise 
la droite qui joint ceux des composantes , en deux parties 
réciproquement proportionnelles à ces composantes. 

Le théorème des momens s'étend aux forces parallèles ^ 
mais il n'est pas restreint au seul cas des perpendiculaires 
menées d'un point sur les directions des forces. 
Fîg.aa. Les forces P^ Pi toujours parallèles, étant de plus 
perpendiculaires à la verge BC ^ si l'on suppose que le 
centre des momens , soit pris en F sur le prolongement 
de CB , et si l'on multiplie par FB les deux membres 
de l'égalité 

JR == P' + Pf, 
on aura 

RxFD = P {FB + BD) + P^ ^FC — DC)i 



p£ Statique» 37. 

or^ d'après la proportion (4) « 

F X BD = Ff X DC, 
la formule prëcëdente se réduit à 

RxFD=zFxFB + Piix FC....(S). 
Le point F étant entre £ et D, on a 

RxFD = F iBD — BF) 4. P» (^FC—DC)^ 

et d'après la relation P xBD=:P' x DC, il reste 

fl X Fiy=iPi xFC — PxBF... .'(6>. 

Enfin , le point F tombant entre D et C, on a 

RxFD = P (FB — BD) H- P» (DC — CFy^ 

' c'est-rà-dire , 

JR X jFZ) t= P X F5 — P' X jPC. . . . (7), 

en observant que ces produits — -P x BD et P// x CD 
se détruisent. 

Si par F, pris sur le prolongement de C5^, on mène Fig.ai* 
une transversale quelconque FB^C\ ou aura cette suite 
" de rapports égaux, 

FD : FB :FC :: fd^ : FB' : FC', 

d'après laquelle la propriété (5) se change dans celle-ci ^ 

jR xFD' = F X FB' +pw x FC...(8). 

Si par F^ pris entre B et Z) , on mène la transversatd 
BWC/fy la propriété (6) devient 

Rx FD't=pn X FQf — F x Ffi''.. .,(9). / 

Enfin, si par jP, pris entre D et C, on mène la transe 



I 
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versale B^"D^O"^ la propriété (y) se translorme dans h 
suivante , 

R xFD' = P xFB"' — P» xFC"... (^10). 

Rem. Nous indiquerons un moyen mécanique de recon- 
naître les signes des momens et des forces qui concourent ,' 
et des forces parallèles, i*. Si Ton imagine que les forces. 
P', P", etc. qui concourent au point M^ agissentsur ce point 
Fig. 17. au moyen de verges rigides liées invariablement aux per- 
pendiculaires, que nous regarderons comme des leviers 
ayant la faculté de tourner autour de leur point de dé- 
part F^ et que l'on observe que le moment de la résultante' 
doit toujours être seul et positif dans un membre , on 
donnera le signe 4~ ^^^ momens des forces ({ui tendent à 
faire tourner leurs bras de levier autour de F^ dans le 
sens suivant lequel la résultante tend à faire tourner le 
sien , et le signe — aux momens des forces qui tendent à 
faire tourner leurs bras de leviers dans un sens contraire 

• 

à celui-là. L'application de cette règle fait trouver les 
signes des formules (i), (2)^ (3), (pag. 29) et ceux de la 
Fig.22. formule (5), (pag 3i). On supposera que les verges ITBC, 
FB'C, BIlFC'f, B'^FO" aient la faculté de tourner au- 
tour du point F ^ en vertu des forces P', P^j R qui 
agissent sur elles dans le même sens , et en observant que 
le moment de la résultante doit toujours être seul et po- 
sitif dans un membre , on donnera le signe 4- ^ii moment 
de la force qui tend à faire tourner l'axe de la même 
manière que la résultante , et le signe — au moment de celle 
qui tend à le faire tourner en sens cçntraire; l'application 
de cette règle rend les signes des formules (5), (6), (7), 
(^y/9)9(ïo)* ^" ^tni encore , en supposant toujours que 
les forces parallèics agissent dans le même sens , auquel 
ç^s la résultante agit aussi dans ce sens , observer que. 
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les signes des momens dépendent uniquement de ceux des 
bras de levier, c^est-à-dire , des longueurs comptées du 
centre F sur la verge jusqu'aux points où les forces sont 
appliquées : en sorte qu'en considérant ce point F comme 
une origine , on prendra avec un même signe celles de 
ces longueurs qui s'étendent à droite de l'origine , et 
avec un signe contraire celles qui s'étendent à gauche : il 
est bien entendu que le moment de la résultante est 
toujours seul et po&îtif dans un dea membres de l'égalité. 
J5i les forces parallèles P', P" sont dirigées l'une au- 
dessous , l'autre au-dessus de la transversale , ces forces 
prendront dans les momens des signes contraires, en 
sorte que les signes des momens résulteront de ceux 
des bras de levier et des forces. Cependant , la règle 
mécanique indiquée précédemment ne souffrira aucune 
modification, ainsi qu'il sera facile de s'en assurer d'après 
ce qui va être dit. 

Lorsque deux forces parallèles P', P^ agissent dans !• 
même sens, leur résultante est en intensité , 

ft t= P' + P«^ ; 

maïs si au point C on applique une force P// égale et fig.aS. 
directement opposée à P^, on aura P^= — P^, et consé- 
quemment 

ii = P' — P^... (11). 

Pour connaître le point D d'application de la résultante 
/L, on reprendra la propriété démontrée dans le cas où les 
forces agissent dans le même sens , savoir 

F : pff :: CD : bd, 

de laquelle on déduit 

F + />'':i>::BC:6D = -^-^, 
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changeant PH tn — P// , on a 

CD= p^ BC. . . (la). 

La formule (ii) fait voir que la grandeur de la ré^ 
sultante dtTdeux jorces parallèles appliquées à deux points 
d*une verge ^ et agissant dans des sens contraires , est égale 
- à la différence entre les grandeurs des composantes , et 
que le sens de son action est celui de la plus grande des 
composantes. 

La formule {iul) fait connaître le'poipt d'application de 

la résultante , et si l'on suppose P' ^ P ^ ^ le rapport 

P' 

— ^ — — est > 1 , en sorte que CD > CB ; done 

P — P^| 

alors , la résultante agit dans le sens de -P', et son 

point d'application est à gauche de B. Si au conti:aire on 

a P' <^ Pu , la résultante R agit dans le sens de P/f , 

et la distance CD qui deyient négative , doit sç portée 

de C en iJ', en sens contraire de CD. 

Il est facile de voir que le point d'application de la 
résultante des deux forces parallèles P' — P" ne peut 
tomber entre ceux des composantes : car l'une de ces 
forces doit faire équilibre à l'autre , et à la résultante R 
appliquée en sens contraire : elle doit donc détruire la 
résultante de ces deux forces , ce qui ne peut arriver 
à moins que cette résultante ne soit égale et directement 
opposée à la force qui la détruit ; donc le point d*ap— 
pH^cation de la résultante doit toujours laisser d'un même 
côté les points d'applicatigp des composantes. 

Moins la force P^, diffère de P', , plus la résultante 
K^=^ P' — P// diminue , plus la valeur de CD augmente? 
et enfui lorsqu'on a P' c=: P^ , le calcul donne une ré— 
6ultaatc nulle agissant à une distance infinie des c^ 
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posantes 9 et comme on ne peut pas construire une 
distance infinie , on est averti , par ce résultat , de 
rimpossibilitp de faire équilibre , à T^iide d'une force 
unique , à doue forces égales contraires et non direc- 
tement opposées. Cest ce qu'on peut encore démontrer 
comme il suit. Celte force unique devrait être dans le "^ 
plan des composantes P^ et — P/^ ; mais quelle que soit 
la position qu'on lui donne dans ce plan à Tégard de 
la force P', on lui en trouvera une autre parfaitement 
S3rmétrique et de sens contraire par rappfft à la force 
— P^, Cette résultante aurait donc à-la-fois deux posi- 
tions différentes, ce qui est absurde. De tout cela on conclut 
qu'il faut, pour l'équilibre, que chacune des forces P — P// 
soit détruite séparément. 

M. pQinsot , dans son excellent Traité de Statique , 
appelle couple l'ensemble de deux forces telles que...; 
jp — Pli , égales , parallèles , contraires , mais non 
appliquées au même point. La perpendiculaire menée 
entre les directions des deux forces , est dite bras de 
levier du couple , et le produit de ce bras de levier 
par l'une des forces est le moment. L'auteur procède 
sur ces couples par voie de composition , et de décom- 
position , en les considérant soit dans le même plan , 
soit dans des plans parallèles , soit enfin dans des plans 
quelconques. 

Théorème XIÏ. Deux forces P et — P, formant un 
couple , peuvent être remplacées d'une infinité de manières 
différentes par deux autres forces égales qui difjéreront 
des premières en grandeur et en direction. 

C'est ce que M. Poinsot démontre comme il suit. 
Çoicnt les deux forces P ^-^ P appliquées aux deux Fjg. 1^4. 
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entremîtes d'un bras de levier AB, et prenons sur le pro- 
longement de jiB une partie quelconque BC ^ et ap- 
pliquons sur BC parallèlement aux forces P — P deux 
couples Ç — Ç ; Q' -^ Q' égaux et c^f^raires ; leur 
effet sera absolument nul , et par conséquent celui du 
couple P — P ne sera pas changé ; mais si l'on sup- 
pose que les forces P et Ç et par ronséquent^P et Q* sont 
en raison inversé des lignes AB^ BC ^ leur résultante 
qui est égale à P -|- Ç' passe cn^^et elle détruit évidem- 
ment les forces contraires — P — Q' qui sont appliquées 
à ce point. On peut donc supprimer les quatre forces 
. P, Ç', — P, — -Ç', et il ne reste plus que le coyple 
Q — (l appliqué sur BC , lequel remplace le couple 
proposé P — P applique sur AB, Ce théorème trouvera 
son application par la suite. 

ProbL Nous ferons quelques applications des principes 
que nous venons de démontrer. 
Fie îi5. ^^"-'^ supposerons d'abord qu'on ait à décomposer une 
force R en deux autres forces P et P" parallèles à la 
direction de jR , et appliquées à des points 2? et C : on 
a celte proportion , 

P : pu :: DC: db, 

de laquelle on tire les deux suivantes : 

p+pf/:P : BCiDC 



p+pf:pri:BC:DB 



d'où 



CD 
p =/îx -^. . . . (i3) 



On connaît donc les intensités des composantes qui , ap- 
pliquées en 5 et C, remplacent l'effet de R, 

SI les grandeurs de P et P// étafent données , et qu'il 
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fallût trouver leurs points d'application , on déduirait 
des relations (i3) et (i4) ces longueurs des bras de levier» 

On pourrait donner la grandeur de l'une des forces et 
son point d'application , ou la grandeur de l'une et le 
point d'application de l'autre. 

Qu'il s'agisse maintenant de décomposer la force itrig-^^* 
en trois composantes parallèles appliquées aux points 
B,C,E. 

On pourra prendre sur BC un point K arbitraire ^ 
et décomposer, d'après ce qui vieni d'être dit , la force 
R en deux forces P'' et R' parallèles à la direction de 
R et appliquées en E et K ; puis on décomposerait R' 
en deux forces P et P' parallèles à jR et appliquées en 
^et C Mais comme le point K'd. été pris arbitrairement, les 
grandeurs des composantes sont pareillement arbitraires. 
Le problême proposé est donc indéterminé : et il le serait, 
à fortiori , pour un plus grand nombre de points en ligne 
droite. 

Mais si les trois points d'application B ^ C ^ E ne 
sont plus en ligne droite, et que D soit le point d'ap- 
plication de la force R à décomposer ; on joindra le point 
E ^ par exemple , et le point D par une droite ED qui, Fig.27. 
prolongée , rencontrera en K la droite BC^ et on dé- 
composera d'abord R dans les deux forces F" et R' 
parallèles à Jî et appliquées en E ci K : puis R' en 
deux forces P et P' parallèles à JR et appliquées en B 
et C, Ce problème est visiblement déterminé. 

Si les quatre points d'application de la force unî^jue 
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il, appliquée en D, sont les quatre sommets du quadrî-* 
latère BCEF\ on mènera , par CD ^ une droite qu'on 
Fîg* a8. prolongera d'une longueur arbitraire DK , et on décom- 
posera R en P// ^t R' parallèles à H et appliquées en 
C et ^ ; puis prolongeant BK jusqu'à la rencontre de 
EF en (r, on décomposera R' en deux forces parallèles 
P et il" appliquées en jB et G, puis R^l en deux forces 
P" et P\ parallèles et appliquées en E et F, Le pro- 
blème sera donc résolu , mais on remarquera qu'il y a 
indétermination , parce que la longueur DK a été prise 
arbitrairement , et que les grandeurs des forces P" et jPt 
varient avec la position du point G qui est subordonnée 
' à celle du point K, 

Ces remarques trouveront leur application dans la 
théorie du plan incliné , lorsqu'il s'agira d'évaluer les 
pressions qu'un corps posé sur un tel plan et soumis à 
l'action des forces qui le pressent contre ce plan , exerce 
en chacun des points de contact ou d'appui sur le plan 
incliné , parce que la résultante de toutes les forces qui 
agissent sur ce corps , laquelle doit cire normale au 
plan incliné , sera la force à décomposer en d'autres 
forces normales , et conséquemment parallèles , agissant 
aux points d'appui et représentatives des pressions en 
cts points. 
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CHAPITRE III. 

Théorie des Forces parallèles , indépendante 
du parallélogramme des Forces : autre dé- 
monstration du parallélogramme. 

Comme les propriétés précédentes des forces parallèles 
supposent le parallélogramme des forces qu'on peut réci- 
proquement conclure des forces parallèles , nous allons 
établir la théorie des forces parallèles indépendamment du 
parallélogramme. 

Que Ton suppose dans la démonstration de la propo- Fig. 1x4 
sillon fpag. 35 et 36) , P=P"=Ç'' =Q^^ t les résultantes 
R' et Rff diviseront également les angles entre les forces 
Ç' et Pj Qff et P^^ ( not, préL ) ; la direction de la résul- 
tante R sera toujours parallèle à la direction commune des 
composantes ; R toujours c= jp -j^ P", et le point d'ap- 
plication D sera au milieu de la droite BC. 

Réciproquement , on peut remplacer l'effet de R sur Fig. 29. 
une droite par celui de deux forces p ci q égales , paral- 
lèles bi Rj équidistantes de R^ et telles qu'on ait > 

Rz=p '^- q ^ d'où î\ suit qu'on peut aussi substituer à une 
force jR tant d'autres forces qu'on voudra /?, ç^ r, etc. , 
égales . entre elles , parallèles à R ^ deux à deux équî— 

* distantes de R ^ et telles qu'on ait 

il = ^-}-^-|-r + 5 + , etc. 

Cherchons maintenant le point d'application de deux Fig. 3ow 
forces F et P^/ parallèles et inégales , et supposons 
d^abord ces forces commensurables , en sorte que p étant 
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la force avec laquelle on mesure jP et P^, on ait ■ 

P = mp , . Pv j= np. Partageons la droite BC en AT , 
de manière que BK \ KC \\ m ', n ^ et prolongeons 
BC de BA = BK et de CE = CK. On pourra sup- 
poser 

de sorte que si l'on divise AK en m et EK en n parties 
égales , et qu'on applique à chacun des m — i points 
de division de AK , et des n — i points de division de 
KE une force p , puis à chacune des extrémités A et K^ 
K et E une force ^p ^ ce qui donnera une force p en A', 
on aura en chacun des points extrêmes A et E une force 
^p ^ et en chacun des m-i- n — i points intermédiaires 
et également espacés, une force /?, et toutes ces forces 
élémentaires ainsi distribuées remplaceront, quant à l'effet 
sur la droite , les forces données P' et P//. Or , ces forces 
partielles étant parallèles , égales deux à deux, et à des 
distances égales des points A et E ^ leur résultante sera 
égale à leur somme, parallèle à leur commune direction , 
et son point d'application est D milieu de AE, Or , 
AD = BC , puisque chacune de ces longueurs est la 
moitié de AE ; soustrayant du premier membre AB , 
et du second son égal BK , il reste BD =. KC : ajoutant 
DK aux deux membres de cette dernière égalité , il vient 
BKtztz DC. Conséquemment la proportion BKlKC llrnln 
devient 

DC : BD :: m : n : : mp : np :: F : p//, 

donc le point df application de la résultante de deux forces 
parallèles commenmrables P', V^ appliquées aux extrémités 
d'une droite BC , la divise en deux parties réciproquement 
proportionnelles à ces forces : de plus la direction de cett^ 
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résultante est parallèle à la commune direction des compo-^ 
santés ; et sa grandeur est la somme de leurs grandeurs. 

Il sera bon de faire cette dëmonstralîon pour m ein 
nombres pairs et impairs, et l'un pair et l'autre impair. 

La ct)nclusion précédente est encore vraie dans le cas 
de l'incommensurabilité des forces. 

Dans cette hypothèse , et quelque petite que soit la 
force p avec -laquelle on mesure P' et P", si on a...^*8'^'' 
P^ = mp , on aura pf :==z np -\- p\ en observant que p' 
étant </7, la force p^ peut toujours être rendue plus 
petite qu'une force donnée , quelque petite qu'elle soit , 
en faisant croître m et 72 indéfiniment , c'est-à-dire , en 
«liminuant convenablement l'unité de mesure p. 

Cela posé , soit D un point tel qu'on ait 

DC : DB :: P : f/....(i); 

je dis que D est le point d'application de la résultante de . , 
ces forces: car si ce point n'est pas en D , il sera, par 
exemple , en K d'abord à gauche de jO ; or , en ne 
prenant de p// que la portion np^ et la composant avec 
P' = mp^ le point d'application de la résultante ii des 
forces mp et np devra passer de i^ en un pœnt I tel qu'on 
ait, d'après le théorème précédent, 

mp : np : : ic : IB. . . .(2), 

et conséquemmènt le point / sera à la gauche de /) , 
-ce qui se déduit des proportions (i) et (li) qui donnent 

CD=CBx ^ ^ ^. =CBx '"^ 



CI=CBx 



F^PII ^ ijiJ^m)p-{-p' 

mp 
{n -^ m) p ^ 
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d'oii on conclut Cl > CD. D'ailleurs la forcé p' potl- 
%'ant, comme nous l'avons dit, ctre rcndi>e aussi petite 
qu'on voudra , il en sera de même de la distance D/, 
et ainsi le point / pourra tomber aussi près qu'on voudra 
de D ^ c'est-à-dire , qu'on pourra toujours le supposer 
entre K et D, Il reste maintenant à composer la force R' 
appliquée en J, laquelle est la résultante des forces mp 
et np ^ avec la force p' appliquée en C, pour avoir 
la résultante jR des forces P' et P" ; or , la résultante 
R' se change en Rj lorsque la composante np devient 
np + /?' , l'autre composante P' ne variant pas ; 
donc le point d'application de R doit être plus voisin 
de C que ne l'est celui de /{' , et conséquemment il 
ne peut tomber en K k gauche de D , comme on l'a sup- 
posé. On peut dire encore que lorsque la composante mp 
restant la même , la composante np est augmentée de p' , 
le point d'application de la résultante doit passer de / 
^ en A^ , et qu'ainsi celte résultante doit s'éloigner de la com- 
posante qui augmente , résultat inadmissible. On prouve- 
rait de la mefme manière , en supposant P^^ :=znp ^-^ p' et 
P= mp que le point d'application de R ne peut tomber 
â droite de D. Donc, etc. 

11 est maintenant facile d'assigner la direction de la 
résultante de deux forces commensurables et qui con- 
courent. 

En désignant toujours par p la force avec laquelle on 
mesure P etP", nous supposerons , ce qui ne nuit en rien 
à la généralité de la démonstration, P' = 5/? , P// = op^ 

EL 

'piî 

Soient donc les deux forces P et P" représentées par 

les lignes MA et MB ,' dont la première contient cinq 

Fig. 3îà.parties égales et la seconde trois des mêmes parties. On 



en sorte que -^ = ^. 
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pourra regarder la force P comme la résultante de deux 
forces parallèWs p' r=r2pjpV:=:2p appliquées aux extrc-* 
mités des bras de levier Mc\ MrJf dont le premier ren- 
ferme deux des parties égales de MB , et le second trois 
des mêmes parties. Or , à cause de 

p' ipn : : Mc^t : Mt/^ 

on aura 

Mcii : Mi;' :: 3/? : 2/7 :: 3 : 2. 

Maintenant, si on transporte le point d'application de 
M en c', le point c^ lié au point M sera sollicité par 
les deux forces égales p' = P" = 3/?, en sorte que leur 
résultante R' divisera également l'angle entre ces com- 
posantes. Si l'on prolonge la direction de R' jusqu'à la 
rencontre de celle de ^" en ^ , et qu'on suppose les 
forces R' et pH immédiatement appliquées à ce point K 
lié à M^ la résultante R de R' et de pH qui sera celle 
de /?', P^ €t pfl ou de P' et P"', devra passer en même 
tems par les points K et M. Je dis maintenant que R 
sera dirigée suivant la diagonale MC du parallélogramme 
construit sur les représentations MA et MB des forces 
P' et PV. En effet , à cause de l'angle p'(/R' = R'c'pn^ 
on a l'angle Kc^c'^ •:=. cŒc' ; donc , dans le triangle. • • 
Kc'c'f isocèle, Kc'f=c'cff=MA', d'ailleurs Mcf=MB; 
donc les triangles MAC et KcUM sont égaux , et don- 
nent angle AMC = c"KM , et parce que les deux lignes 
MA et Kc'f sont parallèles , la diagonale MC est le pro- 
longement de KM, Donc , etc. 

On obser\'cra que ce raisonnement s'applique au cas 
général de P = mp , P" 1= np , sans autre changement 
que celui de 5 et 3 en 772 et n, 

4 
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L'effet des forces données sur le système des poînti 
matériels , sera donc ainsi remplacé par celui d'une force 
unique. Mais si les deux dernières forces à composer 
en une seule, savoir la résultante de toutes les forces 
du système moins une et celle-ci , forment un couple^ 
c'est-à-dire , si ces deux forces sont égales , contraires, 
et non directement opposées , la résultante totale sera bien 
nulle (pag. 4^, ^i ) ; cependant comme on ne peut établir 
l'équilibre dans ce couple qu'au moyen de deux forces 
égales et directement contraires à chacune des forces du 
couple, on en conclura qu'on ne peut aussi détermi- 
ner l'équilibre du système qu'au moyen de deux forces ^ 
et qu'ainsi les forces d<>nnées ne peuvent comporter une 
résultante ujiique.: 

Nous appellerons cas d* exception cette impossibilité de 
remplacer l'effet de toutes les fpr.c^s d'un système par 
celui d'une îoTJce unique. 

On pourrait assigner la grandeur de la résultante , dans 
le cas où les forces en admettent une , par le procédé 
employé à l'égard des forces qui concourent. A cet effet,, 
on imaginera . que chaque force du système se déplace 
parallèlement à. sa direction et sans yarjcr de grandeur, 
de manière à passer par le même poin.t : il est évident 
qu'on n'aura fait ainsi que transporter la résultante sous 
sa véritable grandeur , et parallèlement à sa direction 
primitive : il resterait , après avoir asisigné la qt)^ntité 
de /cette résultante, à trouver un point de sa direction, 
question qui est du ressort de Tati^lyfïç et que nojjs 
ne résoudrons pas ici. Nous nous bornerons à observçr q^e 
de cette manière, on trouvera , dans le icas d'exception, 
une résultante nulle , parce qu'alors les deux forces égales, 
contraires et non appliquées au morne point , se trouveroat 
égales, appliquées^au même point et dlvoctement opposisce. 
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On observera que si Ton réduit toutes les forces du 
système^k trois , ce qu'on peut toujours faire en compo-* 
sant toutes les forces moins deux en une seule , il est 
nécessaire que Fune des trois forces soit égale et direc-^ 
temént opposée à la résultante des deux autres, pour 
que l'équilibre dans le système ait lieu de lui-même , 
ou que ces trois forces concourent , pour que celles du 
fiystéme admettent une résultante unique. . ^ 

Il est clair que si chaque point du système était sol- 
licité par plusieurs forces , on pourrait toujours , par 
le parallélogramme , remplacer l'effet de chacun de ces 
groupes de forces par celui d'une force unique. 

Considérons maintenant un nombre quelconque de 
forces parallèles P', P^, P''.... appliquées à des points 
xnatériels m'j m^/, m'^'.... dans l'espace, liés entre eux 
dHme manière invariable , et proposons-nous d'assigner 
la direction , la grandeur et le point d'application de 
leur résultante. 

On pourra composer deux de ces forces P' et P" en 
une seule R^ dont le point d'application , situé sur la 
droite m'm'^^ ]a divisera en deux . parties réciproquement 
proportionnelles h. P' et P'^ : d'ailleurs R^ sera dans le 
plan des forces P' et P^/, sa direction sera parallèle à 
la commune direction de ces composantes , et on aura 
R' i==z P' -{- P'^ (pag* 34» 39). On composera ensuite la 
lësukante R\ appliquée au point M' de la droite m'mfly 
avec P"'\ le point M" d'application de la résultante R^ divi- 
sera la droite M'm!" en deux parties réciproquement pro- 
portionnelles à J?' et P", la direction de cette résultante 
sera encore parallèle à la direction commune des compo- 
santes , et on aura R^ = P' +. P" + P'"- On passera à 
la résultante de R^ et P'% et ainsi de suite, jusqu'à ce 
qu^on ait employé la totalité des forces du système. On 
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pamcutlra drnc ainsi à une dernière résultante R dont 
on connaîtra lo point d^appUcation, dont la direction sera 
paraUèlc à colle des forces, et dont la quantité sera égale 
à la somme des quantités des composantes qui agissent 
dans un s^us ^ moins la somme de celles dts composantes 
qui agissent daus un sens contraire. 

l>n peut encore réduire toutes les forces da système à 
dcu\ dcut Tune soit la rciultante de tontes celles qoî 
^iNsent dans un sens^ et fautre la résultante des forces 
din^ee^ii dans le sens coutrainf : dans le cas d'équilibre , 
tt% deux rc<uîUKles ser.-r.t «ri;2Îe5 , et elles passeront par 
le mrme point : dans le cas où î<^ forces données sont 
réductibles à u:îe j^Mile forre , ors deuit forces agiront 
riKt^rp suivant la mènîc droite : e!!es setrnt inégales, et 
b résultante cherchée * qui sera î«:r dî&rmce , agira 
dans le se:^ de la ph>> ^rai^ie. £c£a , ces diciix résul- 
tapîtes pourr.^«t t<>a3c<r »iî3s ie cas «Tckcepû on , c'^eet-à- 
«ii^i*^ î\ nrf r v,n covr!? : i!..r> «es- forces données aumit 

No»îis ^l,.^ ^*s :r*i,:lre cif::^' qi2ttCîi*a en aaaïrse, en 
w^-N^vtsJiîîi q:iïe ;,^x:«^ ^^s f:nc^j t-s nlcrif» & srsiime, 
*^-^^î^»t A:::iS V rr^i'^^irir »«s< • irîfcv cr*u iirô^re lonqpie 
If^s ^^rv^^ scît:: oK.rs o^ ia r^Tî^r-i-cr» c-riSESDe «a le vena 
iiwv > «cSr^.:^5t 5^ ,x4»t. IV:T5S jtf Ji-riikT ci^TcU*, cous 
<j^.vvj'^:.>o;\Vto^ o«î? $;*v^:l!,«* « a?,-^*!!? m.^frrcai ;«r Fana- 

Am»!^ >ftAKS *,-»*>« K^r^rcLî >c. i ::-i^"tc J?s ^-àici.-iss. 

5^^■; ii^Y»;- >j* tj.^c^xS'v ^o?^ c^-crvrtKf itf iicœs 9utn2èles 
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des composantes et des coordonnées de leurs points res- 
pectifs d'application. 

Considérons d'abord deux de ces composantes P', P^ 
dont la résultante soit R'j et désignons par x\ y\ z' * 
a;//, ^'% z^f^ X'^ Y\ Z* les coordonnées de leurs points 
d'application m% m^, M'. On aura d'abord cette rela« 
tien entre la grandeur de ia résultante et celles des corn-* 
posantes : 

Si par les points d'application m\ m^/, on imagine une 
droite prolongée jusqu'au plan horisontal en JP, et qu'on 
prenne le point F pour le centre des momens des forcer 
P, P^ et de leur résultante jR', on aura cette propriété 
( pag. 37 , form. 5. ) 

R' xFM' = P X Fm' + Pff X Fm'f .. ..{A)j 

or, les bras de levier FM' y Fm', Fm^ sont proportionnels 
aux ordonnées Z^^ z\ zfl des points M% m', m'' : l'équa- 
tion {A) devient donc 

RZ' = Fz' + Pizlf. , . . (:i). 

Si de même on prolonge la droite m'm^f jusqu'à la 
rencontre du plan des xz en F'^ et qu'on prenne F' 
pour centre des momens , la propriété des momens ^ 
rapportée à ce point F'^ sera 

R X F'M' z=lP X F'm! + P'^ x F'm^ . . . . (5). 

On aurait de même , en imaginant la droite mfm^^ pro- 
longée jusqu'au plan àtsyz en JP'% et regardant!^'' comme 
le centre des momeiis, 

JR' X F»M^ =P X FHm' + Ff X FUmll.. . . (C). 

Comme les lignes JP'ilf, F'm', F'mff;FffM'y F^m^ F'^m^ 
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sont visiblement proportionnelles aux coordonnées » 

JT', y, yf; X', a?\ x'fj les équations (B) et (Q deviennent 

R'X' = Px' + PfxK . . . (4). 

Les trois équations (2), (3) et (4) assujétisscnt les points 
M'j m! ^ m}* à être en ligne droite , ou , ce qui revient 
au même , elles expriment que la résultante se trouve 
dans le plan des composantes. 

On pourra composer de la même manière K' avec P'% 
et, à cet effet, il ne faudra que changer dans (i), (2), 
(3) et (4), K', X% r, Z' en R», X'f, Y", Z" ; P, x\ 

y.z' en jR', X%FZ' et F' , x^f , yll , z" en P«, «"', 

y^ «'"1 ce qui donnera 

Rll =R' + Pff 

R^Zf = R'Z' + F"z"' 
RffTf zrzRY' + Py" 

' RfXff=iRX' + F'x''\ 

c'est-à-dire, après les substitutions pour 71% R'Z'j R'Yj 
WX' de leurs valeurs (i), (2), (3) et (4) 

R" =F + Ff + F» 

RffZii = Fz' + P//z'' + F'V 
RU Yii = F y + Ff^ + F"y» 
jliiXii — Fz' + FixH + P"x"fy 

Lorsqu'enfin on aura ainsi composé toutes les forces 
en une seule que nous désignerons par R , on aura , 
pour déterminer la grandeur de R et les coordonnées 
X, F, 2/, de son pomt d'application , ces quatre équa- 
tions « 
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R =P +Pi +etc. ,g /l=P-f pv+etc. 
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JftX'=P^+P"x''+etc. r ^- 
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On appelle moment d* une force par rapport à un plan ^ 
le produit d'une force par la perpendiculaire abaissée 
de son point d'application sur le plan. Ainsi les trois der- 
nières des équations (iV) , c'est-à-dire , celles qui don- 
nent R,Xy R^Yj R^Z ^ renferment le théorème des 
momens des forces parallèles dans l'espace par rapport à 
trois plans rectangulaires. Les signes de ces momens ne 
dépendront ici que de ceux des coordonnées , puisque 
toutes l^s forces sont supposées agir dans le même 
sens. 

Corollaire I®'. Si tous les points d'application des forces 
parallèles, sont dans un même plan, celui de leur résultante 
est aussi dans ce plan : car si , par exemple ^ les points 
^tt', m//, etc. , sont dans le plan horisontal ou des or, y, 
les coordonnées verticales z'^ ^", z"', etc. , sont nulles , 
et conséquemm€nt Z = o. Si tous les points d'applica- 
tion sont sur une droite , par exemple , sSur l'axe des 
*, alors les coordonnées y' et z'^ y^^ et z'' etc. deviennent 
nnlles, et on a aussi jr= o , Z = o. Donc le point d'ap- 
plication de la résultante est aussi dans l'axe des x ; 

Corollairell, Les expressions des coordonnées X, y, Z res- 
tent les mêmes , lorsque toutes les forces du système tour- 
nent en même tems et de la même manière autour de leurs 
points respectifs d'application , sous leurs grandeurs primi- 
tives, parce qu'en effet ces expressions sont indépendantes 
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de la commune inclinaison de ces forces sur Tun- qael-: 
conque des trois plans rectangulaires. On appelle centre 
des Jorces parallèles le point par lequel passe Continuel- 
lement la résultante des forces parallèles , lorsqu'elles 
tournent ainsi sous la condition de rester parallèles et 
d^étrs toujours appliquées aux mêmes points. Les coor^ 
données X, Y, Z demeurent encore les mêmes , lorsque les 
forces composantes P^P^/, etc., deviennent mP'j mP^^ etc.» 
comme le montrent les trois dernières formules (M) ; 

CorolL III. Enfin, si toutes les forces P', P^ sont égales^ 
on a , en désignant leur nombre par n , 

„ «'+x"+a:'"+etc. ^ y +j'^+y"+ «te. 

n n 

z'-}^z'f+z"'+ etc. 



n ' , ' 

c'est-à-dire qu'alprs le point d'application de la résul«* 
tante , est le centre des moyennes distances des points d'ap* 
plîcation des composantes aux trois plans rectangulaires 
auxquels ils sont rapportés. 

Nous considérerons enfin un système de forces quelcoit* 
ques appliquées à un corps solide, ou à des points liés inva* 
rîablement entre eux : mais nous ferons précéder la solu-^ 
tion de cette question de la démonstration du lemme 
suivant. 

Lemme. Un couple quelconijue peut être transporU 
partout où Von voudra dans son plan , et même dans tout 
autre plan parallèle , et tourné comme on voudra dans 
ce plan , sans que son effet sur le corps auquel il est 
appliqué^ soit changé , pourvu quon suppose le nouveau 
bras de levier invariablement lié au premier. 

1°, Soit le couple de foixes P — P, appliqué pet— 
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pendiculairement sur AB : prenons arbitrairement , dans Tig* 33. 
le plan de ce couple , ou plus géiléralement dans tout 
antre plan parallèle , la droite CD égale et parallèle aAB : 
joignons les points-^ etD , Bel C par des droites qui seront 
visiblement dans un même plan, et se couperont con- 
sëquemment au milieu I de leurs longueurs respectives, et 
supposons enfin les droites j4B et CD liées invariable- 
ment entre elles. Si Ton applique sur la ligne CD parallè- 
lement aux forces P'-^Pj deux couples P — F^P'I — P^ 
égaux entre eux et au couple proposé P ^^ Pj il est évi- 
dent que PefTet du couple primitif ne sera pas cliangé ; 
ipais d'un autre côté , les deux couples P — P , P^f — Pf 
se détruisent d'eux-mêmes ; car , le point / étant à-la-fois 
le milieu des deux lignes jiD , BC j les deux forces 
égales et parallèles P et P//, appliquées sur AD , don- 
nent une résultante égale et directement opposée a celle 
ics deux forces — P — Pf^ appliquées sur BC : consc- 
iemment il ne reste plus que le couple primitif qu'on 
aurait transporté parallèlement au plan de ses deux forces, 
de manière que son bras de levier fût venu dans la po- 
âdoa parallèle CD, 

a*. Soit le couple P^^P^ appliqué perpendiculaire- Fig. 34. 
ment sur AB ; tirons dans le plan de ce cpfuple , qui 
sera si Ton veut le plan de la planche , et sous un 
angle quelconque avec AB , la droite CD = AB , et 
supposons que ces deux droites se coupent au milieu i 
de leurs longueurs respectives. Si l'on applique à angle 
droit sur CD , et dans le plan du couple P — P, deux 
couples contraires , égaux entre eux et au couple pro- 
posé , ces deux couples se détruisent d'eux-*mêmes , et 
par conséquent , l'effet du couple primitif P — P n'est 
[ pas changé : mais les deux couples P *^ P ^ P^f — P' se 
détruisent d'eux-mêmes : car , les deux forces égales P 
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rodiiiis .'« i1oii\ forces qui ne pourront se composer en 
luu- <oiîlo. Si K\< cxtromites 3/ et .V tombent en M'' et A'* 
l'»M> iîe> p.uMllèles, on décrira toujours du centre / avec 
M/* l\' des arcs qui coupt^r^ nt les paraitèles en a' 
cî *" , cl le bi\»> du levier du cou;>!e des forces verticales, 
,u,ini \.\ |v*>.:uMi a'h m là ri.îuct::n des deux couples à 
dei;\ tV:cc> aura er.c^^re I.cii. Or. pourra, à Jbrtiorij 
i"Aî::ercr j * .'::\ tVrcis !e c r.p'.e c: la force , réduction 
de :»",;;cn •..•> :". v^-^^ v:.':*r.ve> vLir.s là prcrc'.ire h\'polhèse. 
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CHAPITRE V. 

De la Peiànteur y des Centres de gtanté^ et 
usage de ces centres pour déterminer les 
surfaces et les volumes des solides de réço- 
lution. 

On nomme pesanteur ou gravité cette cause inconnue 
qui fait descendre les cori>s Vè^s la terre , lorsqu'ils sont 
abandonnés à eux-inéihes. 

La pesanteur étant une cause dû moùvèmèhi , on peut 
la considérer tomme une force. 

Jùsqu^à présent , nous avons fait abstraction de cette 
force ; nous allons eh tenir compte. 

Cette force de la pesanteur pénètre les parties les plus 
intimes des corps , et agit également sur toutes les molé- 
cules. Car l'expérience prouve que, dans le vide, des corps 
quelconques , une masse de plomb , et le duvet le plus 
léger , tombent de la même hauteur, dans le même tèms, 
c'est-à-dire , avec la même vitesse. Ainsi l'action de cette 
force se fait sentir également aux molécules les plus ténues 
de chaque corps , et agit sur elles comme si elles étaient 
Uniplèitient 6ontigiies. 

Cependant Tinlensilé de la pesanteur n'est pas rigou- 
reusement la même dans deux lieux difTérens du 
globe terrestre , ou , en d'autres termes , la même 
molécule placée dans deux lieux différcns , ne tombe-^ 
rait pas avec la même vitesse ; la pesanteur varie à la 

5 
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■urface àa U terre , tlppuîs l'équateur où tWé est U l>Iiu 
petite , jusc{u'an p4le où elle est la plus grande : de 
plus, elle diminue pnar un même lieu, i mesure que 
la moléfiile s'éloigne davaniage du cenlre de la lerre ; et 
elle dpcrtiîl comme le carré de celte dislance augmente. 

La directlo[i de la pesanteur est fori bien représentée 
par celle d'un ftl—à-p!ûmb en équilibre, ou d'une per- 
pendiculaire à la surface des eaux tranquilles. 

Celle direction se nomme vtrtieale , et tout plan per- 
pendiculaire à cette Tcrticale , se comme plan hori~ 
lontal. 

La surface de la terre , ou plutàt celle des mers, étant 
à-peu-prés sphénque, les directions de la pesanteur vont 
•ensîblement concourir au centre du glûke. Ainsi , à 
mesure que l'on change de lieu sur la terre , la verticale 
change aussi bien que le plan tiorisotital. 

Mais comme la convergence des directions de la pe- 
santeur, est insensible dans l'éiendue que peuvent avoir 
leï' plus grands corps sur lesquels Tbomme agit, soit 
immédiatement, soit par l'intermédiaire de tnachines, 
nous regarderons les molécules de ces corps comme an!- 
nii'es par de petites forces parallèles, égales et agissant 
dans le même sens. Nous pourrons donc appliquer aiu 
furces qui proviennent de la gravité , tout ce que nous 
avons dit des forces parallMes qui sollicitent dans le méuie 
sens des points matériels lies entre eux d'une manière 



La résultante de toutes les furets de la pesanteur, Isur 
:i/ l'arallèle ou y en d'autres termes, sa direction tst 
terticole ; en second lieu, cette résultante est égale à leup 

La grandeur ou la quantité de celle résultaoïe , est ce - 
iE poids du corps: d'où l'on voit que le poids 
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jl'uR (orps est proportionnel au non;Lre des niolptulea 
anî le compoiient , nu à la quanlitc de laalîère qu'il ren- 
ferme , et que l'on nomme sa rnaise. 

Il faut donc soigneusement distinguer entre la pesan- 
teur ou graeité et le poids ; la pesanteur est la cause qui 
attire leaicorps vers la lerre , c'est la petite force qui 
sur chaque molécule ; le poids est la somme de ces 
;s qui varie en passant d'un corps à un autre , puis~ 
qu'elle dépend du nombre des molécules ; c'est l'effort 
qu'il faut fair* pour souleuir ce corps, c'est-à-dire, 
pour détruire l'effet total de toutes les composantes par— 
lielles et parallèles. 

ous avons vu que des forces parallèles appliquées à 
différcns points liés enïre eux d'une manière invariable, 
un centre , c'esl-à-dire , un point unique par lequel 
passent continuellement les résultantes successives , 
lorsqu'on fait tourner toutes les forces parallèlement 

Iet sous leurs grandeurs primitives , autour des points 
d'application ; 11 s'ensuit donc que comme tout corps 





n'est qu'un système invariable < 


e points matériels, i 




cause des pores ou des intervalles 


entre ses molécules. 




il y a dans chaque corps pesant 


un point unique par 




lequel passe continuellement la 


direction du poids , 




lorsque l'on tourne le corps dans 


différentes positions à 




l'égard des plans coordonnés. En 


effet, les forces de la 




pesanteur qui sollicitent toutes tes 


molécules, ne ressent 




pis, dans toutes ces positions du c 


rps, d'agir aux mêmes 




points et d'être parallèles, et parco 


nsëquent les ri'siiliantes 




(Btuessives de ces forces se coupent 


continuellement dans le 


F 


mÈme point. Ce point unique se n 


mmc eenlre de gravité. 


( 


Si donc le centre de graTllé est 


fixe , ou s'il est aou- 


i 




corps restera en équi- 




liltie autour de lui dans toutes se 


s positions. 




w 
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rgales, la posiûon (lu centre de g 
plus que de la position des molécules du corps les nues 
â IVcard des autres , et dit nombre de cfs molécules ; 
fit si la figure et le volnmc du corps rcîlanl les mrmeSf 
les mcléct)l«s riecneni à s'écarter dans une partï^-Aa coqjs, 
et consëquemmeni i ^e rapprocher dant une acilre . le* 
forces rlémentairt's qui agUscni snr elles, n'étant plus 
réparties de la même cnanière, la position de U ré*ill-l 
tante génênle changera, el coaséqnemiueDt le cratre de 
gravité du corps sera déplacé. 

La dtnsiti est la quintilê dr molécules eontrnnes sifiu 
l'unité de voimne. Une mb^tance est donc dite pluï dense 
qu'nne autre , lorsqn'elie a plus de masse on plus de 

La densité relative de deux corps , n'est donc mtM 
chose que le rapport de leurs |>oids sous le même Tolntat^ 
|wr coitséqueni , si l'on veut former ntte table de Ata^ 
sites des diverses ejipèces de corps solides ou (ktida i 
on prendra ponr unité la densité d'une substance cou-' 
venue, et l'on déierniinera, par l'eipêrience . le rtjH 
pon des poids d'un vol'ime quelconque de chaque COfpSf 
à celui d'un volume r^l de la substance convemie. 
L'eau distillée est le corps que l'on prend ainsi ponÉ 
Kime Je comparaison ; mais comme sa densité varia 
avec ta température, on prend pi>ur unité la densùé 
4e ce fluide an point de b plus gnode cond^tKatioa , 
^i Tépottd à environ 4' du thermomètre cenligraile; 
■in», quand on dit p>r exemple, q«e la dcnsîl* de l'oc 
est t9 , ou «ritend par b que le poids d'un volume quel- 
C«aqu« d« ce netal , «$1 rgal à dii-neitr fub ceini Jon 
R de densité , 



êg>l vnhune di'caw diiSiUte an 
'ai-Â-diie, de coadcnsalioa. 
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■o.» 


aussi le poids 


'lin centimètre 


cube de cette 


eau 


.,«i 


e«t 


notre unité d 


poids, 


ou le 


gramme; de 


ma- 


Wèr 


B q 


ue le poids d'un corps 


évalué 


en grammes 


esl 


^gal 




produit de s 


densité 


par 


on volume évalué 


^n c 


ent 


mètres eubea. 
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uile de toutes 


es notions que 


si l'ondéiiign 


par 


Pie 


po 


ds d'un corps , 


p.r V.0 


volume, sa densit 


par 


i). 


et 


par g la gravit.. 


du lieu 


ïii l'on 


considère le 


>Did> 


F, 


on 


aura 











P=VBs. 



Dans cette équation où les quantités P, V^ D, g ne sont 
pas de même nature, il convient de remarquer que ces 
lettres représentent des nombres abstraits ; savoir , les 
rapports des quantités correspondantes à des unités ar- 
bitraires de l'espèce de chacune d'elles. Ainsi V e<(prime le 
nombre d'unité* cubiques que renferme le- volume du 
corps que Ton considère ; i> le rapport numérique de sa 
densité à celle de IVau que l'on prend pour unité ; g le 
rapport de la pesanteur relative à l'endroit de l'espace 
qu'occupe !e coqts , à la pesanteur que l'on choisît pour 
tuiilc de force , et qui se rapporte à un lieu déterminer 
t'unîté.de poids est alors celui d'une unité cubique d'eau j 

transporté en ce dernier lieu , et P désigne le nombre d< 

ces unités que contient le poids du corpsr 
Dans la détermination du centre de gravité d'un corps 

d'une densité variable , il faut avoir égard non-sei(lement 

\ la figure du corps, mais encore à la loi suivant la-» 

quelle cette densité varie. 



Mais si l'oi 






;. qu( 



1 le fait communément^ 



le corps parfaitement homogène , c'est-à-dire, unifunné- 
mem dense dans toute sou étendue, la position du centre 
de gravité ne dépendra plus que de la figure du corps , 
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et sa dëtenninatîon ne sera plus qu'un simple problème 
de ge'omëtrie. 

Lors donc qu^on voudra trouver le centre de gravité 
de plusieurs corps, on pourra supposer la m;)sse de cha- 
cun d'eux concentrée en son centre de gravité , puisque 
le poids est une force proportionnelle à la masse , et qui 
passe par ce centre : on n'aura donc plus qu'à considérer 
un système de points matériels liés invariablement entre 
euXf et sollicités par des forces représentatives des poids 
de ces corps , forces qui seront patallèles. Le point d'ap- 
plication de la résultante , sera le centre de gravité du 
système. 

Théorème XIII. Toute. figure homogène dans laquelle 
il se trovye un point tel quun plan quelconque mené par 
ce points la divise en deux parties parjqitement symétriques^ 
a son centre de gravité en ce point que Von nomme centre 
de figure. 

En effet , si l'on fait passer un plan quelconque par 
le centre de figure, comme ce plan coupe le corps en 
deux parties parfaitement symétriques y c'est-à-dire , en 
deux parties dont chacune renferme le même nombre 
de points matériels , il n'y a pas de raison pour que 
le centre de gravité , qui 'est un point unique , et dont 
la position dépend de celles des molécules et de leur 
nombre , se trouve d'un côté de ce plan plutôt que de 
l'autre : il sera donc dans ce plan , et conséquemment à 
la commune intersection de trois de ces plans , laquelle 
est un point. 

Nous allons appliquer ces notions. 

Problême. Trouver le centre de gravité d'une ligne 
homogènp. 
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Le centre de gravité d'une ligne pesante , homogène , 
c^est-à-dire , uniformément grosse et dense dans tonte 
son étendue , est dans 'son milieu. Ce point étant sou- 
tenu , la ligne est en équilibre. On pourra donc réduire 
toute ligne à ce. point sollicité par une force égale à 
son poids ; mais comme le poids est proportionnel à la 
masse y ou au nombre total des molécules , il le devient ^ 
dans le cas de l'homogénéité ^< au volume , ou enfin à 
la longueur de la ligne. 

Problême. Trousser Je centre de gravité Uu contour 

d'un triangle. 

♦ 
Les côtés du triangle étant 'homogèni»S', on supposera 

la masse de chacun de ces côté», concentrée en son milieu, 
et ce point sollicité par une force égale au poids du 
côté , ou proportionnelle à sa longueur : joignant ces mi- 
lieux par des droites, on formera un triangle semblable 
au triangle proposé ; partageant les angles de ces derniers 
triangles en deux parties égales par des droites , leur 
intersection donnera le centre de gravité cherché , lequel 
sera le centre du cercle inscrit au second triangle. En 
effet, si l'on désigne par P, P^/, P" les forces parallèles Fig. 36- 
appliquées au milieu m', m'^i m^^des côtés BA^ ÀC^ BC , 
et si M est le point d'application de la résultante des 
forces P et P", on aura (pag. 36. ) 

F:Pf\:Mm^:Mm', d'où l/7»^===m'm//x_^lp^,. 

1 • • • 

et conséqueminent (pag. 69., 70) 

Mm'fr=im'm'f x -rr; ■rT,=zm'm'' x 



en observant que les poids P P^/ sont proportionnels au*. 
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côtés AB , AC , et que ces côtés sont doubles de mJ^m^' 
et m'm'". Or , si l'on joint les points M et m"' par 
une droite , laquelle devra contenir le centre de gra- 
vité cherché , oh démontrera aisément que cette droite 
divise également Tanglc m'Tnl^m^j puisqu'on sait que les 
segmens m!M^ Mmll sont proportionnels aux côtés m'm"'^ 
mflm!" : le centre de gravité G devant se trouver sur cha- 
cune des lignes qui divisent également les angles en m^ 
et 7w', sera nécessairement le centre mém^ du cercle 
inscrit au triangle m'mUm!''. 

Problème. Irouver le centre de granté du contouf 
d*un polygone quelconque. 

Tous les côtés du périmètre étant des droites maté- 
rielles homogènes , c'est-à-dire , i^piformén^ent grosses e^ 
denses , on regardera chacune de ces droiteç comme con- 
centrée en son centre de gravité qui sera le milieu de 
chaque côté, et l'on n'aura plus qu'à considérer un assem* 
blage ou un système invariable de points matériels sollicités 
par des forcer parallèles et proportionnelles aux poids , on 
aux volumes, ou enfm aux longueurs 4es côtés. On pourra 
donc chercher le point d'application de la résultante de 
toutes ces forces , qui sera le centre de gravité , par le 
principe de la composition des forces parallèles. 

Fig. 37. Ainsi, m', m", m'".,., étant les milieux des côtés du 
polygone, on aura en ces points des forces P, P//, P",,,.^ 
parallèles et proportionnelles aux côtés AB , BC , CDi„,m 
le point d'application de la résultante des deux forces pa* 
rallèles P, P" sera donné pat la proportion 

F iPti :: Mm.ii : M/»', 



// ^ — ' Il ^g 

de la w^rne manière la résultante P + F* 
1 point d'application M' sera donné par 

i* + -P" : P" : : M-m'" : M'^7, 

f i'oà (pag. «çj, 70) 



tn'"M'=Mm' 



"i*_/-P*4-i»/'- 



=Jl/m"' 



JB + BC 
^ ^t+BC+CD' 

it employé toutes les 
i cdtés. Le point G 



ei ainsi de suite , jtisqu a ce qu'on . 
forces représentaliyes îles poiJs d( 
sera le centre de gravité cherché. 

ThÉoBÊHE XIV. Le centre de gravité de l'aire d'un 
triangle, est sur la droite menée du sommet au milieu de la 
hase, et au tien de cette droite à partir de la base. 

Si l'on joint le point A avec le milieu D du calé op- 
posé se, celte ligne AD divisera la surface du triangle Fig. '■ 
en deux parties parfaitement symétriques ADB , ADC , 
c'Est--à— dire , composées du m^me nombre Je molécules 
^tuécs de la m^me manière par rapport à AO. Consi- 
dérons donc deux de ces ipolécules m et m' â des distances 
égales Mm, Mm' Je AD : la résultante des deux forces 
parallèles, égales, représentatives des poids de m et 171', 
lesquelles sont appliquées aux points m et m', -aura son 
poiut d'application m il/, intetseclion de mm' avec AD. 
tt comme on pourra difC la même chose à l'égard de 
deux molécules quelconques, prises comme les précé- 
dentes par rapport à Al), on en conclura que AD est 
le lieu des centres de gravité de tous les points maté- 
cicb et pesans dont se compose U surface ABC. Si donc 
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donc 





DG = 



'-AG = lADeiAG=î AD. 



Corollaire I". Le centre de gravité de l'aire d'un trian- 
gle , est l'intersection des trois droites menées des trois 
sommets du triangle aux tniliciix des côtés opposés. 



TméonêME XV, Le centre de gravite d'u 
■.triangulaire , est sur la droite ^ui joint le soi 
centre de grai'lti de la hase , et au 'quart de . 
partir de la base. 



'. pyramide 



Le centre de gravité de la hase BDC, est sur la droite 


Fie- 39- BE menée au milieu E du c6[é DC , et 


n un points 


lel ipie Eg-=\EB. Or û parle somme 


A et la ligne 


BE on mène un plan qui coupera la fac 


^DC suivant 


jiE, ce plan AUE divisera la pyramide 


en Jeu\ partie» 


parraitedient symétriques, comme on peut s'en assurer 


en imaginant par tous les points de la 


hauteur , de» 


plans parallèles à la base , plans' qui 


détermineront 


autant de sections triangulaires scinlibbtes 


i cette base. 


et divisées comme elle en deux parties s\ 


métriques p4^ 




le plan ABE ; mais la ligue Af^ passera par tous les 
centres de gravité g' de ces sections , puisque Bg e'tatîi 
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Aeax tiers de BE , pareillement bg' sera les deux 
Klïers de la droite 6e, menée de b au point e, intcrscc- 
Blion de de avec AE , et conséqnemTnenl milieu de àc, 
IIÏDiic jig contiendra le centre de gravite de ta pyra— 
i mide. De m^ine si on prend Eg''^jj EA el qu'on mène 
\ Bg", le centre de gravité cherché sera encore sur celte 
I ligne : il se trouvera donc à l'intersection G àe Bg el Bg"- 
I Si l'on joiiii g" et g , la droite g^g sera parallèle a jlB, 
t située dans le pbn ABE qui contient les lignes Eg'l 
el Agi de phis on aura gg" ^'jAB; or les triangles 

fiGg", EGA semblables, donnent 

Gg=\AG = iAg; donc AG = ^ Ag. Donc , etc. 

TiitoRËHE XVI. Le centre de gravité d'une pyramide 

^ue/congiie , est sur la droite gui joint le sommet ai-ec h centre 
de gravité de sa base , et au guart de cette droite , à partir 
de la base. 

Soit la pyramide SABCBE : après avoir divisé la base Fig. ^ 
en triangles par des diagonales , on déduira des positions 
connues des centres de gravité g, g', g", de ces trian- 
gles , celle (In centre de gravité G' de la base : or si l'on 
mène les droites %, 5^', 5;5" et qu'on prenne 5ft = 3 J^, 
Sk' = I Sg', Sh" = l Sg'i, les points k , k'. A" ainsi dé- 
terminés seront les centres de gravité des pyramides trian- 
gulaires SAIIC, SACU, SADE, et de plus le plan de 
ces points k , li' , k'' sera paraliéle à la. base ABCDE, 
puisqu'on a 

Sk : Sk' : Sk'' :: Sg : Sg' : Sg"-, 

mais le centre de gravité G des centres de gravité it, k', £4 
fst dans le plan hh'k", et comme il est aussi sur la 
droite SG' qui perce toutes les sections parallèles dans 
It centre de gravité de chacune d'elles , il se trouve 



;6 Lbçods 

neressairenjpnl à la rencontre Ju plan kk'k" par la droift 

SG'. Donc , etc. 

On peiit donc trouver , soit par le principe de la com- 
po«ilion des forces parallèles, soit par celui des momem, 
le centre de gravite d'nn corps terminé par des sudacei 
planes, puisqu'un tel corps est toujours dccompo&ableçp 
pyramides. 

Lci théorèmes suîvans, consignés dans le H*,. Tf| jf 
la Correspondance sur l'Ecole impériale Polytechnï^«f 
sont dus à M. Berlhot , ancien eVivc tie ctlle Écûh, ff 
projèsseur de Mathénialigues au Lycée de Dijon. 

ThÉOBÉME XVII. Le rentre d'un cercle, est le eetUnit 
gravité de la circonjèrence de r.e cercle. 

'■ Si l'on suppose la figure pliée suivant le diamètre A^y 
les defix moitiés de la circonférence se confondronl, tf 
leurs centres de gravité seront en un même point K\ d'oi 
il suit , qu'après avoit ramené une moitié de la cireon- 
férence dans le plan de l'autre , les centres de gravita 
des deuï demi-cercles seront les points £ et K égale- 
ment éloignés de AB , ei situés sur la perpendiculaire 
EK à AB-- mais, par la même raison, il est sur tout 
autre diamètre ; donc il est le centre du cercle. 

Le centre de gravité de la surface d'un cercle, se dé- 
termine de la même manière que celui de sa circon-' 
férence , et il est le mime. 

TKÉonÉME XVIIL Le centre de gravité de la surface ■ 
d'un parallélogramme ABCD , est au milieu de la droite 
EF ÇHi joint les milieux des côtés opposés. 

le prouver, concevons la figure coupée suivant 
EF; et la portion AEt'D retournée et placée comme ea 
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XnrÇF à côté de NBCQ qui représente EBCF : il est 
certain qu'en pliant U ^ure XN OPQ F snivant NQ^ les 
deux parties XNQV^ NBCQ coïncideront, e* par consé- 
quent leurs centres de gravité coïncideront ; d'où il suit 
que si on rétablit la figure dans son prcniicr état, ou si oti la 
âévéioppe sur iin plan , les centres de gravité des deu3t 
jpartîës XNQK, NBCQ seront en deux points R tt S k des 
distances égales de NQ et sur une perpendiculaire à NQ : 
ainsi , en rétablissant le parallélogramme ABCD , ou en 
{cassant de la figure XNBCQV à JÈCÙ, lès deux portions 
AEFD , EBCt* auront leurs centres de gravité en M 
et G, dont les positions sont telles que les perpendi- 
culaires ML et GH sur EF sont égales et chacune égale 
i TjR f et qtie EL = HF= TQ : donc , en menant MG , lé 
centre de gravité du parallélogramme, sera au milieu de cette 
droite , en observant que les forces i", jP" représentatives 
des poids des surfaces jiF , BF , appliquées en M et G j 
sont parallèles et égales : donc ce centre sera en K ^ à 
cause de l'égalité des triangles LMK , KGH ; mais il 
résulte de cette même égalité que le point K est le mîliéd 
de la base EF. Donc, etc. 

Théorème XIX. Le centre de gravité de la surface d'un 
triangle ABC, est au tiers de là ligne Bï) qui joint le som-' 
fhet 'Rràvec le milieu de la base AC, à4:ompter de cette basé» 

En effet, soit D le milieu de la base AC , et menons 
par ce point la droite DF parallèle à AB , et la droite ED Fîg. 45« 
parallèle à BC : le triangle sera décomposé dans les deux 
triangles AED ^ Z)jFC parfaitement égaux, et dont chacun 
est le quart du triangle total ABC^ et dans le parallélo-* 
gramme DiSJBF qui est la moitié de ABC, Cela posé, il 
ta facile de prouver que le centre de gravité du triangUi 



'- • 



i 



r 



8o Leçons 

plan détermine la section EGF : itienânt par • le point 
G un plan parallèle à la face ÀBÙ ^ ce plan donne 4a 
section GKH : imaginant alors par lès droites FG et GK 
un troisième plan qui détermine la section FGKM ^ et 
tirant les droites EM^ EK ^ ^tî ^ MH , on décom- 
pose , par cette construction , la pyramide proposée en 
cinq parties , dont quatre sont les pyramides triangu- 
laires parfaitement égales ou superposablès AEGF , 
EBKM, GKCII, FMIJÎ) : la cinquième partie est 
l'octaèdre GFEKIIM ^ ayant pour bases opposées KMH ^ 
EGF^ et pour faces latérales les triangles KME j EMF y 
FMH , FHG , GHK , GKE. La base de chactine des 
pyramides partielles n'étant que le quart de la base de 
la pyramide totale , et la hauteur de ces mêmes pyra- 
mides n'étant que la moitié dfe celle de la pyramide 
entière, chacune des quatre pyramides, partielles est le 
huitième de la pyramide totale que nous désignerons par 
P; ces quatre pyramides vaudront donc ^ P, qui sera 
conséqucmment le volume de l'octaèdre. Mais l'ôctaèdrè 
étant évidemment composé des deux pyramides quadran* 
gulaires HKGFM y EKGFM qui , placées convenable- 
ment, sont symétriques par rapport au plan KGFMj 
le centre de gravité de cet octaèdre est dans le parallélo- 
gramme KGFM, De même l'octaèdre étant aussi composé 
des deux pyramides quadrangulaires FEGHM^ KEGHM 
dont les sommets sont F et K^- et qui sont symétriques par 
rapport au plan EGIîM ^ le centre de gravité de ce corps 
sera aussi dans le parallélogramme EGHMi enfin il est 
aussi dans le parallélogramme EFHK , parce que l'oc- 
taèdre peut être regarde comme composé flfts deux 
pyramides quadrangulaires GEFHK , M EFHK symé- 
triques par rapport au plan EFHK, Dès lors , le centre 
de gravité de l'octaèdre est le point commun aux trois 



pralldogrammes KGFM, EFHK , EGHM, H par consé- 

^enl, il. est i;loigné de la base. BDC d'une quanti ti^ égale» 

moïli^dela dislance entre ipsbases£GF et BtiC, laquelle 

t -—- Mais les quatre pyramides parûelles étant super- 

ïsables, la distance du centre de gravité de chacune d'ellas 
If «a base , doit être la m^me : ainsi en nommant x cette 

l^tance , et supposant que — f- m soit la distance du 

4 
.centre de gnivllé de la pyramide totale au plan BDC , on 
prenant BDC pour le plan des momens (i'. form. 

+ GEFnKNx4-f 
e'est-à-dire , 

divisant par P et dégageant*, on trouve 

mais — est le quart, de la hauteur d'une des pyramides 

partielles ; donc s'il arrivait que le centre de gravité 

hif une pyramide triangulaire quelconque , fût éloigné de 

I H hase d'une quantité égale au quart de sa hauteur 

Lylns m, la distance ii la Lase du centre de gravité d'une 

^ramide triangulaire dont la base serait quatre fois 

s petite , et la hauteur deuï fois plus petite, serait 

au quart de sa hauteur plus zm. Ainsi, ou 

rvieadfait bientôt à une pyramide dont le centre doi 

^vité serait éloigné de la base d'une quantité plus 

6 
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grand? (jne la hauteur, ou dont le centre de graviié 
serait hors de la pyramide, ce (jui est absurde. On 
prouverall absoluinenl de la inéine manière que la dit- 
lance du centre de gravilé de la mi'ine [>yramide , â M 
base , ne peut être moindre que le quari de sa hauteur. 
Donc, etc. 

D'après cela, il e.st facile de prouver la proposition 

ie. En effet , li l'on prend BM = — — , et que l'on 

mène par le point il/ ua plan parallèle à BCD , ce plan 
déterminera la section Jl/OiV qui , d'après la propositûnt 
précédente , doit cnnieuir le centre de gravité -de la 

pyramide. Mais si l'on prend yiE = — - — , et que l'on 

mène par le point E un plan parallèle à la face jJCD, 
ce plan déterminera la nouvelle section EGF t.ur laquelle 
devra encore se UoBver le centre de gravité de la pyra- 
mide ; dès lors, ce centre se trouvera sur la droite KM 
intersection des deux plans. A|^is comme dans le triansU- 
^MO , on a ^£ = ^ , p>™ll™™i KO = î!^:p, 

conséquent KII devant être parallèle à ON , cette droite 
est éloignée de ON d'une quantité égale au tiers de la 
dislance de ON au point Af. Le centre de gravité ea 
question doit aussi se trouver sur un plan parallèle à 
la face ASD , et éloigné de celte face d'une quantité 
égale au quart de la dislance du sommet C à cetle 
même face : on peut donc conclure que ce centre 
de gravité est situé sur une autre droite tracée sur 1» 
section if/OiV parallèlement i MN et éloignée de M!»' 
d'une quantité égale au tiers de la distance de ceit». 
droite à l'angle O. Le centre de gravité cherché e*t dJ»c 




84 Leçons 

aurait son sommet en //, et pour base le mdia 
pvrainiUe oui peut l'ire coniidercC' comme ayaÉ|| 
sommet en fi , et pour ba^e le triangle Hl'E qi 
le tiers tle DEF. Cette |)yramide ayant pour hauteur celle 
du prisme , et une base qui n'est que le tiers de celle 
du nii'nie prisme, vaut j de ce prisme : celle qui a 
son sommet en -£ , et pour base CBF , cquîvau^ 
a une autre pyramide qui aurait même base et son 
sommet en I , pyramide qui peut être coDsidércc comme 
aj'ant son sommet en f , et pour base ICB qui est le 
tiers de la base du prisme : cette pvramide *'aut èonc 
aussi -^ du prisme. On prouverait de m^me que les 
deux autres pyramides qui ont pour bases jiCI^ , ABEB 
valent chacune g du prisme. Cela pisô , en imaginant par 
le point L un plan parallèle aux h3f.es ACB , VFE, CC 
plan passera par le centre de gravité de chacune.ijestioi* 
pyramides quadrangulaires, puisqu'il est mené par lenr 
sommet commun , et par lo centce de gravité de la base de 
Ifi. 48. chaetine d'elles (Théor, XVI et XX) : si donc on supptfte 
qne itfJVO soit la section déterminée par ce plan , en me- 
nant des droites qui lient les sommets des angles aux milieux 
des câtL's opposes 1 ces droites se couperont en un point Z 
qiii sera le centre de gravité de cette section triangulaire 
MNO , et ce point Z représentera le point L , comme il est 
aisé de le voir dans la fig. ^7. Les points Q, K, P milieux de» 
(ôtés , seront les centres de gravité des bases des pyramide» 
quadrangulaires (Théor. XVlll), etlesdrolles 2P, ZQ,ZR . 
menées de ces centres de gravité, au sommet commun de 
ces ti'oîs pyramides quadraugulaires , renferment les cen— ^ 
très de gravité de celles-ci. On voit même qu'en prenant 

OK=-25., fli=iî£-, PT^J^, k, point. 

_■* ' . * .1 

Ff ^ et y seront les tenlres de gravité de tes pyramide* | 

t I 
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quadirangulaires. D'après -cela , si on mène RP , *S2-, 
ces droites seront parallèles , et cc4nme XR rrz XP , on 
anra SY = YT y et par conséquent le point Y est le 
centre dé gravite des deux pyramides quadrangulaires dont 
les centres de gravité particuliers sont en 5" et T, Il 
existe donc en y une force double de celle qui est ap- 
pliquée en V, ces deux forces étant d'ailleurs parallèles* 
Ainsi, le centre de ces forces, c'est-à-dire, le centre 
de gravité du système des trois pyramides quadrangu- 
laires , sera en Z , ou bien en X , si l'on prouve que 

ZF . - . 

rZ== y et ce pomt sera en même tems le centre 

de gravité du prisme. Or 

YZ = MQ — MX^XY—QZ et ZF=:ZQ—FQ'r 

et comme 

on a 

RZ 

mais à cause de jRi$ = — ;; — , on a 

4 

donc 

YZ^MO ^^^ - ^^ ^^^ - ^^ 

^ 2i a4 3 8 ^ 

«Tailleurs 

ov- Ç^ - ^^<? 

donc •' ■' 

mq MQ.^ MQ 
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ces longueurs X et l^portëes sur les axes MX, MY^ feront 
connaître la position du centre de gravité du polygonél. 

3°. Déterminer le centre de gravité de Vaire d'un polj^- 
gone quelconque. 

Apres avoir décompose Taire en triangles, et supposé 
les masses homogènes de ces triangles , concentrées en 
leurs centres de gravité^, ^//...., on n'aura plus qu'à 
chercher le point d'application de la résultante R des 
forces parallèles et représentatives des poids de ces 
triangles, appliquées aux points ^, g'i , . . , liés invaria- 
blement entre eux , et rapportes par les coordonnées 

a?', j' ; x^i^y^f aux axes MX et MY. Comme alors 

les forces P% P»f sont proportionnelles aux aires 

«% sff des triangles (pages 87 ou 61) et 70), les 

seconde et troisième formules (M) deviendront 

s'x' + s'Ix^ -\- etc. 



5' + 5" + etc. 



^__ 5V + 5yH-etc. , 
5' + sH + etc. ' 

or, si l'on désigne par s la somme des surfaces s' -^s^^ 

et qu'on change tous les volumes s'x'^ s^lx'^ 5y , 

slly" en d'autres qui aient s pour base , et dont les 

hauteurs connues soient A, A', A^.... Jf, H\ //^/...., 
on aura ces expressions linéaires des coordonnées X, Y du 
centre de gravité , savoir : 

X=h + h' +hll + etc. 

on portera encore ces longueurs à partir de l'origine M 
sur les axes des a; ct^, ce qui fera connaître le centre de 
gravité de l'aire. 
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3*. Trouçtr le centre de gravité d*un polyldre tfueU 
conque. 

On imaginera ce polyèdre décomposé en pyramides 
triangulaires .dont les centres de gravité ^', ^" . . . . seront 
sollicités par des forces parallèles représentatives de leurs 
poids respectifs , et il s^agira de trouver le point d'ap- 
plication de leur résultante ,■ ce qu'on fera au moyen 
des trois dernières formules (M) en y remplaçant les 
forces jP, P".... par les volumes des pyramides trian- 
gulaires, qui sont proportionnelles à ces forces , en sup- 
posant le polyèdre homogène , ou uniformément , dense 
dans toute son étendue. Si donc on désigne par /,f'',f^"..« 
les volumes de ces pyramides , on aura 



X= 



r== 



z= 



v'x' t|- v^^x^f + etc. 

• + *'''-}- etc. 

V V + •'^{r" + etc. 

• 4- i^'/ + etc. 

i^z' -f- v^U^f 4- etc. 

• + W/ -f- etc. 






■mais la somme des volumes 9' -f- t>" + etc. est un autre 
volume que nous représenterons par V\ et en supposant 
y^zà^Hj on pourra supposer f' = tf*A', y^fz=za*h"*..^ ; 
en sorte que 

^ a\h'x' + h^xH -f etc.) h'x" -f- kflx" + etc. 

a-H H 

y û«(Ay + A'^'S'-f.etc.) hy + h^yfl + tic, 

a-H ^' H 

2 _ a' (A'r' + hf/zff + etc.) • h'z' + h'^z» + etc. 

*^^ ^ m* ^■^—■LM-im^ Il •»«■« ■ ^ — 

orH H 



f 
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c'est-à-dire , 

AFB :AB :: co : CG^ 

donc , etc. 

Théorème XXIV. Le centre de granité de Vaire d'un 
secteur circulaire , est sur le rayon mené au milieu de 
Varc du secteur , à une distance du centre , quatrième 
proportionnelle à Varc ^ à sa corde et aux deux tiers du 
rx^on, 

*îg* Sa. Car , en considérant le secteur comme compose d'une 
infinité de triangles égaux qui ont leius sommets aa 
centre , chacun de ces triangles a son centre de gravité 
aux deux tiers du rayon mené au milieu de sa base , en sorte 
que l'aire du secteur, peut être considérée comme distri* 
buée unifomiément sur l'arc 1}IK décrit avec un rayon 
CI = I CF, Le centre de gravifé G du secteur , jetant 
le même que celui du dernier arc ^ on aura par , ce qui 
précède , 

^_ Cl. DE %.CF.AB 
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d'où l'on déduit cette proportion 

AFB: AB:: ^CF: CG 

qui rend l'énoncé. 

ThÉohême XXV. Le centre de gravité de Vaire d^un 
segment de cercle , est sur le rayon mené au milieu de 
Varc f et à vne distance du centre du cercle , égale au 
douzième du cube de la corde, diinsé par Vaire du segment, 

fîg. 53. Soit le segment AFBM. Supposons que les centres de 
gravité particuliers du segment , du triangle et du sec- 
teur sont respectivement en G, I et K : en prenant les. 
momens par rapport au centre , on a 

AFBM X CG = AFBC x CK — ABC x CI^ 
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en. observant que le moment du secteur, est égal à la. 
somme des mon^ens du segment et du |riangle : or 



AFBC=AFB X ï CF, CK = 



5 CF.AB 



AFB ' 
ABC = AB.iCM, CI=^CM. 

Substituant ces valeurs dans l'équation des momens , elle 
deviendra 

Joù Ton ti^e 



CG=-^ 



' AB^ 



AFBM • 



Théorème XXVI. Le centre de grantè de la surface 
d'une calotte sphérique , est au milieu de son axe ou de 
. sa flèche. 

Concevons la surface de la calotte engendrée par la ré- 
volution de l'ari. AF autour de l'axe FM perpendiculaire Fig» 53» 
sur le milieu de la corde AB : si l'on imagine cette surface 
partagée en une infinité de zones de même hauteur , par 
des plans parallèles à la base de cette calotte , ces zones 
seront équivalentes, et chargeront la flèche FM également 
et uniformément ; leur centre commun de gravité ^ ou celui 
de la calotte , sera donc au milieu de MF, 

Théorème XX VIL Le centre de gravité d'un secteur 
sphérique , est sur son axe , à une distance du centre de 
la sphère , égale aux trois quarts du rayon , moins les 
trois huitièmes de la hauteur de la calotte. 

Supposons le secteur sphérique engendré par la révo- Fig. 54* 
Itttion du secteur circulaire CMAN autour du rayon CA 
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^ passe par le milico A de l'arc MAS ^ et 
le secteur composa d*iuie infinité de -^yianûilcs éi|niva* 
lentes , doDl les sommets soient an centre de la «phère ; 
chacune de ces pyramides anra son rentre de gravité 
aux trois quarts dn rayon mené an centre de grarîté de sa 
base , en sorte qu^on ponrra considérer la masse do sec- 
tenr comme diftriboce oniformément sor nne calotte con* 
centrique à celfe «!n sectrnr , et dont le ra\-on serait les 
trcîs qoarts «ie celui de la sphère : le centre de gravité 
du secteur Cât donc« d'après le théorème précédent, au mi- 
lieu m de ra\e FE de cette calotte concentrique. I>onc , si r 
est le rayon de la sphère etx la hauteur AK de la calotte 
du secteur , la hauteur BF de la calotte concentrique, 
sera ~x^ parce qu'on ^BF\ KA llCBlCAZll : i, et la 
distance FC de la hare de cette même calotte, an centre 
de la sphère , «liant \ (r — jt), la distance mC da centre 
de grarîté du secteur , ou centre de la sphère , sera donc 
5 (r — x) -f-4x = ^r — ^x. Donc etc. 

Te£Oc£m£ XXVIH. £r centre de grotité du segment 
spktrique , tn conservant les mêmes dènùtninaticns , esf 
tloifnt du sommet de la calotte, de la quantité. •.^.•^ 
Srx — 3x^ 

lir — ^ 

Un effet « le moment dn segment par rapport aa 

soiîîinet de ia ca-otte , est égil à la différence des mo- 

fu. 3^. mens du secteur et du oine ; ot^ le volume dn secteur 

est ^ «• r'x , celui du cône est t (2 rar — x*) x • 

o 

La distance du centre de gravité du secteur an sommet 
de b calotte, est {Th^or. XXVll), i r -f- 1 x. Il feat 
trouver b distance au même point du centre de gravité 
du cône* Or , le centre de gnviti d'un ct^ne est comme 
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celai d'ans pyramide régulière a base polygonule , aut: 
(rois quarts île la dr<>i[(r menéi: du saminet au centre de 
gravité de la base, qui est le centre du cercle base «lu cône ;• 
il est donc auï trois quarts de CK à partir de C ; or, 
€K :^ CA — AK =z r — x : donc,, la distance de ce 
point C, est jr — ^x, et coaseqiiemment 
:e au poiot .J est =: i r -f î x. La différence 
du cOne , sera dune 

•(— -'m^' + î"- 

du segment, (jiii f si t*" (r — ■j x), 




: de. cer 



, les 



■olumes des solldfs 



ThÉOBËME XXIX. La surface engendrée par une 
courbe plane tournant autour d'un axe situé âana le 
ptan de celle courbe , est éf^ale au produit de la courbe 
génératrice par le chemin, yoe parcourt son' centre de 
■ grafité. 

Soit l'are ASC qui tourne autour de l'axe YV, et G leFig, Sji! 

l centre de gravilL' de la courbe; concevons cet arc partagé 

ne infinité d'élémens, tels que mm', m'm'', etc. ; du 

Icentrc de gravité G, et du milieu de chacun Je ces 

'élÔDeDS , abaissons sur l'aïe les perpendiculaires YV , is , 

i'y, etc. ; réléioent mm', en tournant autour de YY, en- 

re une surface exprimée par mm' .ix.is; Télenjent 

^m'ml engendre pareillement une surface exprimée par 

".asT.i'i'i et ainsi des autres élémens de la courbe; 

oi'lc que la surface fnlière de révolution, est égale à 
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ces produits. A.p|iplant donc S celle sui»> 



2 T (mm'. il + m'm''.i's' + etc.) - 



Mais la quantité comprise entre les parenthèses, esi 
«gale à AXn X CG ; donc 



S = JXB.2,.CG. 

rérencc décrite par le 



Or^v, CG esll; 
gravilé. Uonc, etc. 

Théorème XXX. Le solide enf^eruiré par la révotutioa 
d'une Jigure plane autour d'un axe situé dans le plan de 
lajigure, est égal au produit de l'aire génératrice par 
la circonjérence décrite par son centre de gravité. 

i 56. Concevons la surface partagée en une infinité d'élémens 
iniînimeni étroits , tels que mm'n'n , m'm"n"n , etc. , de 
même hauteur A, par des perpcniliculaircs à l'axe ; te 
solide engendré par la révolution de mm'n'n , est la difCé- 
rence dca f tilides engendrés par mm'h'k et nn'k'h , et il est 
exprimif par -a h (^ — y'' ) , en désignant par y eX, y" 
les rayons mk , nh ; pareillement le solide engendre par 
iM'm"n"n' est exprimé par i A {z' — z'')i ' et 3' étant les 
distances des points m' et n' à l'axe. Donc , si l'on 
le Ecilide entier de révolution , on aura 



mais la totalité des quantités multipliées par 2T,.est la 
somme des raomens de tous les élémens de l'aire génér 
ratrice par rapport à l'axe; car 



J 



/ 
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A(^)=ACr->o(^)=M7-:r')(y+^) 

et h [y^^y') est l'aire de l'élément mmfn'n \ tandis que . . • 
y* ^ ■ est la distance à l'axe yy du centre de 

gravité de cet élément. On peut donc, à cette somme ^ 
de momens , substituer le produit DAOB par CG, Donc 

r= a» AOBB xCGi=: AOBD x ar. CO. 

Dans un ouvrage ayant pour titre : Elémens d'analyse 
giomitrigue et d'analyse algébrique , appliquée à la re-^ 
cherche des lieux géométriques y M. Simoii Lhuilier a déduit 
le développement de quelques-unes des propositions 
locales, et en particulier, celui des plus importantes d'entre 
-elles j des propriétés du centre des moyennes distances, qui 
n'est que le centre de gravité : en conséquence, ce géomètre 
a résumé ces propriétés dans une dissertation fort curieuse 
<)ui sert d'introduction à son ouvrage , et dont j'extrairai 
le passage suivant : a Considérant d'une part l'importance ' 
^ de ces propriétés, même en les envisageant sous un 
<< point de vue purement abstrait et géométrique , indé-« 
« pendamment de toute application aux parties mixtes 
« des mathématiques , et de l'autre part la facilité avec 
« laquelle elles peuvent être démontrées , sans l'interven- 
« tion d'aucun principe étranger aux mathématiques pures, 
^ je pense que leur exposition devroit entrer dans les 
« Traités élémentaires des mathématiques pures , et je 
« regrette qu'elle n'y ait pas été introduite jusqu'ici. » 



y 
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CHAPITRE VI. 

Des Mouvemens des centres de gravité. 

Théorème XXXI Lorsque les centres de gravité par-- 
ticuîiers de deux corps A et C, se meuvent uniformément 
et dans le même sens , suivant deux lignes droites , le 
centre de gravité de leur système décrit uniformément une 
ligne droite. 

Le mouvement le plus simple que puisse prendre un 
point matériel, est celui qui se fait en ligne droite, et 
dans lequel le mobile parcourt des espaces égaux en tems 
. égaux. C'est ce mouvement qu'on appelle uniforme. 

Lorsque les centres de gravité particuliers'de deux corps 
Fig. 57. A et C, doivent parcourir uniformément et dans le même 
tems , les deux droites AB , CD , il faut entendre par là 
qu'ils décriront , dans le même tems , des parties pro- 
portionnelles de ces droites. 
^ Soient donc AB , CD les droites que les centres der 

gravité des deux corps -^ et C, doivent parcourir uni — 
fermement et dans le même tems, en partant des points 
^. et C, ces droites étant t)u non dans le même plan ^ 
si on divise AC et BD dans les deux points Pet jR, de ma—' 
nière qu'on ait 

c : A :: ap: PC; c :a :: br : rd, 

le point P sera le centre de gravité des deux corps ^ 
r origine du mouvement, et le point P sera parvenu cr» 
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JS, lorsque les corps A ei C seront a rrivé% en B et D. 
Il suffit donc de démontrer que le centre de gravité du 
système , parcourt uniformément la droite PR, 

Supposons que le centré de gravité du corps A ait déjà 
parcouru la partie jiE de la droite AB , telle qu'on ait 

AE :EB :: APiPC :: C :A^ 

et soient joints les points jB et C, E et P : les lignes 

BCy EP seront parallèles, et les triangles ABC ^ AEP 
seront semblables. Mais le centre de gravité de C aura 
été transporté dans le même tems de C en Hj et on aura 

CD : CH :: ab : ae :: AC : AP :: BD : BR, 

à cause de AC : AP :: A + C : C :: BD : BR : donc 
la droite RH sera aussi parallèle à BC j et les triangles 
BDC j RDH seront semblables. 

Les deux droites EP^ RH étant parallèles à BC , seront 
parallèles entre elles et situées dans un même plan. Ainsi, 
lors même que les deux droites AB^ CD ne seraient pas 
dans un même plan , les droites PR et EH seront ce- 
pendant dans un même plan , et conséquemment elles 
se couperont en unf point Q que je dis être le lieu du 
centre de gravité du système , lorsque ceux des corps A 
ti C sont en E et H. 

En effet , les triangles semblables AEPj ABC donnent 

EPiBC :: AE : AB, 

*t les triangles semblables BDC j RDH donnent 

BC : RH :: CD : HD :: ab : eb, 

P^rce que de la proportion ci-dessus CD : Cfl II AB ; AE 
on déduit CD : CD — CH ou HD : : AB : AB — AE 



100 Lsçoifs 

ou ED, MukîpUant par ordre les deulc proportions prê*- 
cëdcntes, on trouve 

EP : RH y, AE i EB y. C i A-, 

maU le$ triangles semblables EPQ , HRQ donneat 

EQ : QH::EP:RU. 

é 

On a donc aussi 

EQiQH -.'.€'. A, 

donc le centre de gravite du système est en Q, lorsque 
ceux des corps A et C sont en E et H, 
On a aussi la propriété 

PR : PQ :: JB : ae. 

On peut maintenant considérer les portions AE^ CH 
comme des lignes entières que les mobiles devaient par- 
courir uniformément , de sorte que si Ton prend des 
parties AG j CK de ces droites, telles qu'on ait 

AG : GE :: ap:pc :: c : a 
CK :KH:: ap : pc y. C:a, 

on démontrera, de la même manière , que lorsque les 
centres particuliers de gravité , sont en G et K ^ le centre 
de gravité , du système est en T, intersection des droites 
PR et GK situées dans un même plan , et ainsi de suite « 
Donc , etc. 

Remarque, Dans la figure 58 , le corps A se roeu^ 
Fjg. 5S, toujours de -^ en Jî, et le corps C de C en D^ de manière 
que les droites AB , CD soient parcourues uniformémea^ 
et dans le même tems. 

Corollaire V", Donc 9 si les centres de gravité partie»-^ 
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Statiqur 
mquc de corps yi, B, C, D, e 



li«rs d'un nombre 

se meuvent unirormémeol suivant des lignes droites jiE , Fig. 6 
B/f, CL, DO, etc., situées ou non dans un même ' "" 
plan , le centre de gravité du système parcourra uni- 
formément une droite 3IN, En elïet , on peut mainle- 
nant regarder les deux corps A ei B comme un seul 
corps A -\- B dont le centre de gravilu F décrit unifor- 
mément [p droite FG : ainsi , pendant que F et le cenlrç 
de gravité du corps C se mouvront uniformément suivant 
FG el CL , le-ceiilre de gravité / de leur système , décrira 
uniformcment la droite IK. Et de m^me tes centres de 
gravité du, corps ^i -|-B + C et du corps 1) , se mouvant 
nnifbrrnément , suivant les droites IK cl DO qu'ils par- 
courent dans le même teras, le centre de graviié .1/ du 
système , parcourra uniformément eï dans le mâme tems 
la droite MN , et ainsi de suite. 



AB , CD sont dans rig. % 



B, C, 1) , dé- Fia. 5^ 



Conllaire il. Si les deux d. 
nn même plan , la droite PR 
droites sont parallèles, la droite PB U 
Si les centres de gravité des corps A 
crivent des droites parallèles situées ou non dans le même ' 
plan, la droite MN leur sera parallèles 

Corollaire \i\. Si les centres de gravité AexE de deux 
mobiles décrivent uniformément et en même tems , les câtés 
homologues et parallèles chacun a chacun de deux poly- 
gones semblables ABCD.EFCII, Et qu'on tire par lesangles Fig^ 
correspondans de ces polygones, des droites indéfinies, qui ' 
iront nécessairement conconrir en un même point X, on 
déduira du corollaire précédent que le centre de gra— 
vite N du système , décrira unifurmcineul le contour d'un 
troisième polygone NOPQ semblable à chacun des deun 
prccédensj el dont les côtés extrêmes aboutiront aux droites 
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qui joindront les positions initiales et finales^ des deox 
mobiles. On étendra cette cooclusion à un nombre quel-> 
. conque de mobiles décrivant uniformément les côtés ou 
ëlémens successif et correspondans de plusieurs poly- 
gones courbes semblables, et il est bon de remarquer 
que cette conséquence aura encore lieu , lors même que 
^ les côtés et les élémens des polygones et des courbes 

/ seront dans des plans différens , c'est-à-dire , lorsque les 

polygones seront gaucbes et les courbes à double courbure. 

■ 

Théorème XXXII. Si Jeux corps Aet C se meuvent 
uniformément et en sens contraires ^ suivant deux droites 
parallèles AB, CD, dont les longueurs soient récipro^ 
çuement proportionnelles aux poids de ces corps , le centre 
de gravité du système sera immobile. 

Supposons les deux droites AB , CD parallèles : si Von 
Flg. 65. joint ^ et C et B et D qui sont les positions initiales 
et fîr^ales dès centres de gravité , ces droites AC et BD. 
se. couperont en P, et on aura 

« 

PA : PC :: ab : cd, pb : pd :: ab : CDi 

mais les droite» AB^ CD étant réciproquement propor-i 
tionnelles aux poids des corps A et C j on aura 

AB : CD : C : Ay 

donc 

PA\PC.:C:A, PB:PD::C:Ai 

ainsi Psera le lieu du centre de gravité du système, dam 
. la première et la dernière position des mobiles. 

Si Ton tire par le même point P des droites EH f' 
FK y etc. , comme les parties AE j EF ^ FB ^ etc., 
sont proportionnelles aux parties C/f , HK ^ KD^ etc., 
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nécessairement les premières seront parcourues unifor* 
mément dans les mêmes tems que les secondes; ainsi les 
corps A' et B se trouveront en même tems aux points 
E et H^ F éi K, B et D. Or 

PE :PH:: PAiPC, pf :PK :: pa : PC, 

etd^ailleurs, d'après ce qu'on a démontré précédemment 

pjiPC :: C: Aj 

donc . 

PE : PH :: c :A 
PF :PK :: c : A, ' 

et par conséquent le point P est encore le lieu du centre 
de gravité du système des deux corps dans les positions 
jB et H , F et jRT , et dans toutes les positions analogues. 
Donc , etc. 

Corollaire I*'. Si deux corps M et N décrivant uni-ï'ig' ^4 
fermement et dans le même tems, deux droites MO, 
NQ, auquel cas le centre de gravité A du système 
parcourt de la même manière AB , et si pendant le 
même tems le centre de gravité d'un troisième corps C , 
décrit uniformément et en sens contraire la droite CD 
parallèle à AB , et que les lignes AB et CD soient réci-» 
proquement proportionnelles^ aux poids des corps C et 
M^N, le centre de gravité des trois corps restera en P. 

Corollaire II. Il suit de ce corollaire , du théorème 
précédent et de ses corollaires , que si les centres de 
gravité d'un nombre quelconque de corps , se meuvent 
uniformément suivant des lignes droites situées ou non 
dans ' le même plan , le centre de gravité de tous ces 
corps décrira uniformément une droite, où il restera? 
eu repos. Dans le premier cas , 3e poids total des corps se* 
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fera sentir dans tous les points 8e cette dernière droite ; 
et , dans le second , il ne se fera sentir qu^en un seul 
point qu'il suffira de soutenir, pour que le système 
reste en équilibre , dans toutes les positions àes corps* 

Théorème XXXIII. Lorsque les centres ds gravité par-' 
ticuUers d'un nombre quelconque de corps ^ se meuvent uni- 
Jormément et pendant le même tems suivant des droites 
parallèles entre elles , auquel cas le centre de gravité da 
système se meut aussi unijormément suivant une droite 
parallèle à celffs -- là et pendant le même tems, i®. si 
tous les mobiles ifont dans le même sens , le produit de 
leur somme par la droite que décrit le centre de gravité 
• du système ', est égal à la somme des produits de chaque 
corps par le chemin que fait son centre de gravité par-^ 
ticulier ; ^**. si tous les mobiles ne vont pas dans le même 
sens f le produit de la somme de tous les corps par le 
chemin du centre de gravité du système , est égal à la 
somme des produits de chacun des corps qui vont dans te 
même sens^ par le chemin du centre de gravité de chacun 
d'eux , moins celle des produits analogues pour tous les 
corps qui vont dans le sens contraire, 

Fig. 5Q' *"• Soient donc ^E^ BH j CL, DO les droites pa- 
rallèles parcourues par A , B y C , D , si MN parallèle 
à celles-là est la droite que décrit en même tems le centre 
de gravité du système , on aura 

(A'\'B'^C-^D)MN-Ax AE-^BxBH-^Cx CL-^DxDO. 

D'abord, si l'on ne considère que les deux corpsyf et jB et 
leur centre de gravité F^ et qu'on suppose les trois centres 
de gravité parvenus en £, G, H, et les droites BAj HE 
prolongées jusqu'à leur rencontre en jR, on sait (pag. 3^ 
et 38 ) que 

{A-^-B) RG = A X RE + B X RH, 
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mais à cause des triangles semblables RAEj RFG^ RBH^ 
on peut remplacer RG ^ RE ^ RH par FG\ AE ^ BH^ 
et la propriété précédente devient 

(A + B) FG z=: A X AE + B'y. BH. ^ 

On peut regarder les deux corps A tt B comme un 
seul corps dont le centre de gravité F parcourt uni- 
formément FG , tandis que le corps C- décrit unifor-r 
mément et dans le même tems la parallèle CL : I étant 
le centre de gravité du système , on aura | d'après ce 
qui vfent d'être démontré 

ff 

{A'\'B + C)IK:=^AxAEJIrBy.BH+ CxCLy 

el enfin l'énoncé du théorème. 

2*, Soit A le centre de gravité du système des corps 
qui vont dans le même sens , et C le centre de gravité Fig. 65. 
du système des corps qui vont en sens contraire' du 
précédent. Les corps A et C parcourent uniformément et 
dans le même tems les parallèli»s AB , CD : soit P le 
centre de gravité de la masse A -^ C : on sait que le 
/ chemin PR du centre P est suivant la parallèle PR aux 
droites ^5, CD^ comprise entre les transversales AC^ BD. 

Menons par P parallèlement à BD la droite EPF qui 
rencontrera AB en E et le prolongement de CD en F : 
on aara 

AE=zAB^PR, CF=CD + PR, 

«t les triangles semblables APE , CPF donneront 



donc 



AE : CF :: pa : pc^ 



AB --PR: CD + PR :: pa : PC, 
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mais Pétant le centre de gravité des corps A et C^ oÉ. 

aura 

PA : PG :: c : a, 

m 

consé qu emmen t 

AB — PR:CD + PR::C:A, 

d'où l'on tire 
AxAB^CxCD=AxPR + CxPRt=^iA+C)PR; 

donc , etc. 

Corollaire P'. On déduit aisément de là, i*. que 9 
Fig. 6i. ABCD, IKLM^ EFGH sont trois polygones semblables 
décrits uniformément dans le même tems, et dans le même 
sens parles corps ^ , i -> ^ t et iLSITle polygone sem- 
blable décrit de la même manière par le centre de gravite 
du système , on aura 

(^A'\'1+E)RSTV=A X ABCD+1 x IKLM+E X EFGH; 

Fig. 62. 2.°, que si le polygone EFGH est parcouru en sens con- 
traire des deux autres , on aura 

{A+I+E)BSTVz=:A X ABCD+Ix IKLM—E x EFGH. 

Corollaire II. La conclusion précédente s'étend aux 
cercles et aux courbes semblables décrits uniformément» 
pendant le même tems , dans les mêmes sens , ou daos 
des sens contraires , par les centres de gravité d'autant 
de corps *et par celui de leur système. 

Corollaire III. Si les centres de gravité particulier* 
de toutes les portions d'une ligne on d'une surface j 
décrivent en même tems des droites parallèles , ou 1^ 
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cAtés homologues de polygones semblables ^ ou enfin des 
élémens parallèles de courbes semblables, le produit fait 
de la droite ou de la surface par le chemin de son centre 
de gravite , est égal à la somme ou à la différence de« 
produits de chacune des portions de la droite ou de la 
surface , par le chemin de son centre de gravité par- 
ticulier , en ayant égard aux sens du mouvement des 
élémens de la droite ou de la surface. 

On a déjà vu quelques applications de ces principes 
dans le chapitre précédent : ils servent encore à trouver 
les longueurs des portées moyennes dails les déblais et les 
remblais» 



i 
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CHAPITRE VII. 



Des Machines.. 

On définît ordinairement les machines des instni 
propres à transmettre Faction des forces : tous les 
sont donc des machines. 

Lorsque les forces réagissent les unes sur les a 
par rintermède d'un corps ou d'un système de C( 
elle ne peuvent se faire équilibre «ans remplir cert 
conditions ; or , au moyen des machines , on peut n 
en équilibre des forces qui ne satisfont pas à ces c< 
tions ; ce qui exige dans ces machines des obstacles 9 • 
à-dire , des lignes ou des points fixes qui les empé* 
d'obéir au mouvement que les forces tendent à impi 
et qu'elles imprimeraient en effet ; il suffît donc que 1 
sultantes soient dirigées vers ces obstacles capables d'ail 
d'une résistance suffisante pour les détruire. Ainsi , c 
corps pesant , appuyé contre un antre point fixe . 
sollicité par une puissance considérable , il est po 
d'établir l'équilibre avec une puissance médiocre , 
pour cela , il ne faut que disposer cette force de 
manière que la Résultante de la grande et delà petite 
passe par le point fixe supposé capable d'une résis 
suffisante. C'est donc improprement qu'on dit , da 
cas d'équilibre , qu'une petite puissance en détruit 
grande ; ce n'est pas par la petite puissance q 
grande est détruite ; la première ne détruit réelle 
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qu'une petite partie de la grande , et les obstacles font le 
reste. 

Il est essentiel de distinguer entre l'effet d'une machine 
en repos , ou établissant l'équilibre , et celui d'une ma— 
ckine en mouvement. Dans le premier cas , il s'agit 
seulement\ de détruire ou d'empêcher le mouvement ; 
dans le second , il faut le faire naître et l'entretenir ; 
ce dernier cas exige visiblement une considération de 
plus. Ainsi 9 une force très-petite peut bien , par l'in- 
termède d'une machine , soutenir en équilibre un poids 
très-considérable ; mais s'il s'agit de l'élever à une 
bauteur. donnée, d'un mètre, par exemple, il faudra 
que le point d'application de la puissance parcoure un 
nombre de mètres d'autant plus grand , qu'elle sera elle- 
même plus petite par rapport au poids. Si une puissance 
n'est que la centième partie d'un poids , elle pourra 
bien le soutenir au moyen d'un treuil , mais pour le 
mouvoir , il faudra qu'elle parcoure cent mètres pour 
descendre le poids d'un seul mètre. 

Qu'une machine soit destinée à élever un poids P à 
une hauteur donnée // ; que F soit la force employée 
l i produire cet effet ^ V h vitesse estimée dans le sens 
it la force , €;t T le tems de l'action ; on a toujours 

FVTz^PH. 

De là est résulté ce principe fondamental : dans toute 
nuichine en mouvement , on perd toujours en tems ou en 
fitesse f ce que l'on gagne en force, A la vérité , on peut 
souvent disposer du tems à volonté , tandis qu'on ne 
peut employer qu'une force limitée. 

Toutes les machines , à l'exception de la machine Ju- 
nicuîaire, peuvent se rapporter au leyîer ou au plan 
incUni, 
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Du Levier. 

« 

Le levier est une verge inflexible , droite on courbe 4 
qui n^a que la faculté de tourner autour d^un point 
d'appui. 

Archimèdây dans le livre intitulé : De V Équilibre des plans 
ou de leurs centres de gnmti, établît ces demandes : 

I®. Des graves égaux , c'est-à-dire , des poids égaux, 
suspendus aux extrémités de longueurs égales se .font 
équilibre ; 

2,^. Des graves égaux , suspendus aux extrémités de 
longueurs inégales ^ ne se font pas équilibre : celui qui 
est suspendu à ^extrémité de la plus grande longueur, 
entraîne l'autre ; 

S*'. Si des graves suspendus aux extrémités de deux 
longueurs 9 se font équilibre , et que l'on augmente 
l'un de ces graves , l'équilibre sera rompu ; si l'on re- 
tranche quelque chose de l'un de ces graves , l'équilibre 
n'aura plus lieu ; 

4**. Si des graves suspendus aux extrémités de deux lon- 
gueurs , sont en équilibre , des graves respectivement 
égaux , ajoutés de part et d'autre , ne troubleront pas 
l'équilibre. 

On conclut aisément de ces demandes : 

1**. Que des graves qui se font équilibre aux extré^ 
mités de longueurs égales , sont nécessairement égaux ; 

a*. Que des graves inégaux suspendus à des longueur* 
égales , ne se font pas équilibre ; 

3**. Que des graves inégaux suspendus à àes longueur^ 
inégales , peuvent être en équilibre. Nous démontreront 
que le plus grand sera suspendu à l'extrémité de la' plu^ 
petite longueur. 
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Problème. Assigner les conditions d*iquHibre du levier, 

I 

Soit une verge matérielle AB qu'on nomme levier ^ 
ayant la faculté de tourner autour du point fixe D qu'on 
nomme point d'appui^ et supposons deux forces quel-*>Fig- 66«. 
conques P" et P^^ appliquées immédiatement ou par l'in- 
termédiaire de cordons aux deux extrémités A et B. Il 
s'agit de trouver les conditions d'équilibre dans cette 
machine, en faisant cependant abstraction du poids du 
levier auquel nous aurons égard ensuite. 

11 est clair que les composantes n'étant pas égales et 
directement opposées, les forces ne pourront être en 
équilibre qu'autant que leur résultante passera par le 
point d^appui , et que son effet sera détruit par la résis^» 
tance de cet obstacle fixe. Or , deux forces ne pouvant 
admettre une résultante qu'autant qu'elles sont dans un 
même plan , il faut donc pour l'équilibre : 

1°. Que le levier et les deux Jorces soient dans un même 
plan. 

Il reste donc à dire que la résultante passe par le 
point d'appui : c'est ce qu'on exprimera au moyen de 
la propriété ( pag. 28 , 29 et 3o ) ; qui suppose le paral- 
lélogramme : le moment de la résultante est égal à la 
somme des momens des composantes , en prenant les 
momens par rapport au point fixe jD , et en écrivant 
que , pour ce point, le moment de la résultante est nul; 
ainsi , en imaginant du point D des perpendiculaires 
DM= p^ j DN=:pff SUT les directions des forces P^ et 
P^fj on devra avoir cette relation 

Fp' — Pifpff = o, d'où P'p' — P'fpf/, 
en observant (pag, idem) que les momens des composante! 
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doivent avoir des signes contraires , parce que le point 
de départ des perpendiculaires tombe dans l'angle entre 
les forces. 

Donc a*, les momens des forces par rapport au point 
d* appui ^ doivent être égaux. 

Ces deux conditions sont nécessaires et suffisantes pour 
Féquilibre , et la dernière suppose que les forces agissent 
dans le même sens» 

Remarque, ,Si la résultante ne fait pas un angle droit 
avec le levier au point d'appui , le levier glissera sur le 
point d'appui du côté de l'angle aigu inférieur , à moins 
qu'un obstacle ne s'oppose à ce glissement ; on seprocurna 
cet obstacle, en perçant le levier d'un frou au travers 
duquel on fera passer une tige ou axe qui servira dé 
point d'appui. Alors , il suffira pour l'équilibre , que la 
résultante passe par le centre de l'axe , et elle pourra 
faire , avec le levier, un angle quelconque. 

Corollaire I*^ Au moyen du levier, on peut, avec 
une petite puissance , en contrebalancer une très-grande ; 
car de la relation 

Fig. 66. Fv=Ffx-^y 

on conclut que la perpendiculaire p' étant très-grande 
par rapport à p^f^ la force P doit être très-petite par 
rapport à pf, pour l'équilibre. 

Corollaire IL La pression exercée sur le point d'appui 
a pour mesure l'intensité de la résultante , puisque c'est 
cette résultante qui occasionne cette pression : elle estU 
même que si ies forces étaient immédiatement appliquées 
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éVL point d'appui , sous leurs grandeurs et leurs direc- 
tions primitives. Si donc la résistance de cet appui n'est 
pas indéfinie , on pourra juger ce qu^elle doit être pour 
que ce point ne cède pas à l'action des forces. 

I 

Corollaire lïl^ Si les forces JP, P^ sont pararllèles , on 
peut y au rapport des perpendiculaires DM , DN , subs* Fig. G7; 
tituer celui des bras de levier DA , DB. Ainsi , pour 
l'équilibre des forces parallèles appliquées aux extrémités 
d'un levier droit , les forces P', P// doivent être récipro- 
quement proportionnelles aux bras de levier DA, DB. 
}{ous avons vu ^ en effet ,( pag. 36 ), que le point D 
qui opérait cette division , était celui d'application de 
la résultante : c'est aussi le lieu de Tobstacle fixe. . 

Passons au levier coudé ADB aux deux extrémités 
da^^v.el sont appliquées deux forces quelconques P', P^L F^'g* 68«i 

Comme ce levier coudé ADB ne peut être en équi- 
libre, sans qile le levier droit ADB' ne soit pareillement 
en équilibre , on dira donc d'abord que les deux 
forces et le levier coudé doivent être dans un même plan : 
et comme par rapport au levier droit , on à. 

F :Pff :: DNiDMy 

■ 

On conclura en second lieu , quil Jaut que les 
forces soient réciproquement proportionnelles aux per*- 
pendiculaires menées du point d'appui, sur leurs directions , 
ou que les momens des forces y par rapport à ce point, 
soient égaux , condition sous laquelle la résultante passe 
par le point fixe D, et est détruite j^ar la résistance suffi-' 
santé de ce point. 

Si maintenant on veut avoir égard au poids du levier ^ 
on imaginera les masses des bras de levier DA, DBTi%. ^ 

8 
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concentrëes en leurs centres de gravité i, /^, et on suppo- 
sera ces points sollicités par des forces parallèles Qy Ç^ 
représentatives des poids de ces bras de levier; alors 
le levier ne sera plus qu'une ligne sans pèsàilteihrf 
sollicitée par les quatre forces P^ Q, Q% P" qui 
agissent dans le même sens ; si du point dVppiii D on 
imagine les perpendiculaires Dh = 9 1 Dh' = if sur 
les directions àes forces parallèles Q , Q\ puis les per- 
pendiculaires DM = p\ I)N = p^ sur les directions dés 
forces , on aura , pour Téquilibre , cette relation 

qui exprime que les forces P et Q , P^' et Q* tendieiit 

à faire tourner le levier dans des sens contraires aottoor 

du point d'appiii 1) par lequel passe leur résultante 
(pag. 38). 

Remarque, Le' le\îer pourrait élre sollicité par des 
puissances en nombre quelconque , appliquées à ses deax 
extrémités : alors on réduirait préliminairément cfaacifn 
de CCS groupes de forces à une seule force , et on 
rentrerait dans le cas précédent. 

TiiËORÊ^E XXX IV. 4^/ des forces égales où inégales en 
nombre quelconque , agissent dans le même sehs^ iangkn^ 
iiellement à diffèrens points d'une circonjérénce qui n'ait 
que la faculté de tourner autour dé son cefitre , la Jarc9 
qui leur fera équilibre , sera égale à leur somme , et elle 
pourra être appliquée à l'un quelconque des points de fa 
circonférence , mais dans une direction tangentielle , JSr 
manière cependant quelle agisse dans un sens contraire à 
celui des forces. 

rig. jQs Soit un levier coudé AFB dont les bras FA^ FB sont 
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é|[atfz ^ >t Éèithl appliquées à ^cs ekti^émhes detix forccis 
égulé^ f^t l^t ^6b dè^ dtH^ctibh^ p^tpeîidiculaîres à FA 
ét^êzàn Sùiti, poiÎÉr rëqnilibrt, F = F'. Si on con- 
âûëit^ ^ép&têrtié\)ii fois levi«i^ co'nA^s A'FB j A^'FB etc. 
ébnt i^ bhis sont ëgâu^c ^ 'et kfa'on ^up^^o^i^ eh iï% A'' des 
jmiMtticVs !*»♦ F^ de diréclibils férpetidicUliaîres à :/^'Fi 
aHf' J^) qài iendéntB faire tbtirher chacun décès leviers autour 
ié F ^lis îStn sért^ cbhlraii^ 3t delùi i)ui rësùite de l'ac- 
ti6n éé la forte f^ , oii ïiura àtis^i pôt/r rëqtrilibre . . . 
P» = jf*'^ P«' = P». Dohc> si toutes les force* P, P'% 
f^% fclc.^afgit^m en miêtne tems aux extréihîtës i#, .4% il^ 
dtt Itvien jiFB^ A'FBj A^FB^ et qu'on applique en 
É et j»iëlr{>eAdicn1aireniéht à FBy une force == 3 F', il 
y Viii^ ëqfiiUbi% dans le système de ces» lërièrs. 

M fitii ~èi Ton appose qu'on augmente chacune des deuSL 
fôf^céft P '*rt P/ d\ine irAèttie force »' , chacune des deux 
forces P" et P^ d'une même force »^/ , chacune dfes deu* 
forces P" et P* d'une même force »"', les forces. • . 
P'-J-w'^P"-}- »'", P^+»'^ deviendront inégales, et ce- 
pendant l'équilibre sera conservé dans la machine formée 
du système de ces leviers soumis à l'action des forces 
p ^ ,i: pu J}. ^rW, P'^ + à«^ et 3P» + t' + ^"' •+• ir»^ 
En sôrte'qiicëi l'on continiie à désîgnerpar P,P'% F^, etc. 
tes fordss qui agissent en A , A'j A^f, et par P^ là forcé 
iP^ j^^f ^^v ^ ytf qui agit en B , oiïaura toujotii^ i 
dans le cas d'équilibre , 

p 4- pw 4^ piT _ jp//. 

Cette conclusion s'étend à un nombre quelconque de 
' forces , et on en déduit le théorème énoncé. 

La balance ordinaire est trop connue pour qu'il soit 
nécessaire de la décrire ; cette balance sera exacte si , 
1*. le point d'appui ou de 8Uspensio?j , divine le le^^ier ou 
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le fléau en deux parties égales ; et si , a**, le centre At 
gravité de la machine se trouve dans la verticale passant 
par le point de suspension. Mais de cç qu^ilne balance 
est en équilibre d^elle-même , il ne faut pas conclure 
qu^cUe remplisse ces conditions : en effet , les bras , de 
levier étant inégaux , il suffira qu'ils soient réciproquement 
proportionnels aux charges, suspendues à leurs cxtri^mités 
(chacune de ces charges se compose des chaînes et du 
bassin vide). Bans ce cas , si dans les deux bassins on 
met deux poids égaux , il n'y aura plus équilibre , et 
on s'assurera de cette manière que la balance n'est pas 
bien Conditionnée. Pour que deux poids A et B soient 
en équilibre au moyen d'une telle balance , il faut qu'ils 
soient réciproquement proportionnels aux bras de levier , 
et par là on connaîtra le rapport entre les longueurs de 
ces bras:. si on transpose ces poids, l'équilibre n'anra J 
plus lieu. 

On pourra néanmoins employer une telle balance , <^^ 
par deux opérations , déterminer avec précision le poî^^ 
d'un corps. 



Soit Pie poids inconnu du corps , soient x et j^Iesde 
bras inégaui de la balance , et supposons que P , pla ^ 
dans le bassin qui répond au bras de levier x^ fasse éqa^" 
libre au poids connu A placé dans l'autre bassin : on au.^^ 

Px = Ay; 

si Ton transpose le poids P , ou si on le transporte dar^^ 
le bassin suspendu à l'extrémité du bras de levier^, ^* 
qu'il fasse équilibre à un poids connu B placé dans l'autr^ 
bassin } on aura 

Pj = Bx. . 
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MultipHant ces deux égalités membre à membre , on 
trouvera , après la di\4sion par yx , 

P- = AB, d'où P = {/AÏÏ: 

Le poids chercbé est donc moyen proportionnel géomé- 
trique entre les deux poids connus auxquels il fait alterna- 
tivement équilibre dans les deux bassins de la balance. 

Lorsque les bras de levier et les poids des bassins, et des 
chaînes , étant parfaitement égaux , deux corps sont en 
équilibre , on en conclut (chap. V et pag. iio), que les 
masses sont égales ; on aura ainsi les rapports entre les 
niasses des différens corps, au moyen d'une balance exactb 
et sensible, et d'un grand nombre de petits poids égaux, 
en déterminant le nombre de ces poids , nécessaire pour 
tenir ces masses en équilibre. Nous avons vu (chap. V), 
que lorsqu'on transporte un corps d'un lieu dans un 
autre , son poids varie proportionnellement à la pesanteur 
qui change ; mais il est impossible de s'en appercevoir 
âu moyen de la balance, puisque les poids de tous les 
-corps croissent ou décroissent dans le même ropport : 
il faudrait donc , pour rendre cette variation sensible , 
comparer le poids d'un corps à une force qui ne dé— ^ 

pendît point du changement de pesanteur ; or le moyen 
le plus simple est d'employer à cet usage la force élas- 
tique de l'air. 

On distingue trois espèces de levier ; dans celui qu'on 
appeUe du premier genre , l'appui est entre la puissance Yi<r, (j/î 

ou la force P^ et la résistance P// à vaincre. Dans le /tfw>r^^7j^i3et 

Og. 
du second genre <f le poids P à soulever, la résistance ou 

l'obstacle à vaincre , est entre le point d'appui D et la Fig. 71. 

puissance P'. Enfin , dans le levier du troisième genre , la 

puissance P' est entre l'appui /). et la résistance P. Dans pj^^ 

un levier du premier genre, la résistance du point d'appui 
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Fig. 73. D^ peut élrc représentée par une force il' égale et direc- 
tement opposée à la résultante R de P' et P^', et agissant 
de D vers Jl' : en sorte que la résultante /{// de R' et P', 
devra, pour l'équilibre, être détruite au point JB, ce qui 
arrivera toujours s'il y a en ^ un obstacle ou point fixe, 
et alors on a le levier du second ou du troisième genre. 
Dans le levier du second genre , là puissance est toujpur^ 
plus petite que la résistance : le contraire a lieu dans le 
levier du troisième genre. 

Problême. Soit un levier droit AB , de grosseur uni'* 
forme , appuyé sur V obstacle D ; soit en A un poids M , «^ 
Tig. 74. quil s'agisse de trouver une longueur DB telle tjue le poids 
donné M', suspendu au point B ^ fasse équilibre à M. 

Faisons AD •=-= a ^ ABz=zy^ et désignons par p le 
poids de l'unité de longueur du levier : on aura cette 
équation 

Ma = M' (^y^a^+py{ly — a), 

en observant que le poids py du levier est suspendu au 
milieu de sa longueur , que je suppose à gauche de D» 
On tire de là 

_ pa — M'±}/{{M'^pay-^2.a{M+]\r')p] 
^~ P 

Soit il/' = o , et on trouvera que le poids seul du 
levier DB , fait équilibre au poids M à une distance 
finie ^ ' ■ • 

pa±iy/ {/7'fl* + 2 paM] 

P 
Cette formule montre que la question comporte deux 
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solutions qu'il sera facile d'interpréter sous rhypothcse 
M = <>. 

Le peson que l'on appelle aussi romaine , sert à peser 
des marchandises de différens poids^eiè n'employant qu'un 
seul poids £onnu qui ne varie point. 

Le peson est un levier AB suspendu par une anse CD 
qui le divise en deux bras AC^ BC fort inégaux. On attache Fîg. yS» 
à l'extrémité ui du bras CA le plus court, un bassin ou 
un crochet pour porter les marchandises dont on veut 
connaître le poids. L'autre bras CB passe au travers d'un 
annestu /f qui porte un poids constant F, 

Pour connaître le poids du corps placé dans le bassin 
ou suspendu au crochet , on éloigne ou l'on rapproche 
le poids F de la chape jusqu'à ce que le levier demeure 
en équilibre; et le numéro de la division du levier, sur 
laquelle se trouve l'anneau /f , indique le poids du corps. 

Pour donner une idét de la manière de diviser ce If vier , 
supposons que le centre de gravité du levier AB et du 
bassin vide, soit en C', alors il y aura équilibi||^utour 
du point C. Si l'on suspend des poids F et Q dont le 
second soit pris pour unité , et si i^ suspendu à l'extrémité 
de Ci , fait équilibre au poids Q appliqué en A^ on n'auia 
qu'à diviser le bras CB en parties Ci ^ 12, ^3, etc. 9 
égales entre elles et à Ci. 

Les divisions du fléau étant ainsi numérotées par les 
chiffrés i , 2 , 3 , 4 » ^'c. , lorsque le poids F sera en 
équilibre avec celui du corps soutenu par le crochet ou 
par le bassin , le numéro de la division où s'arrêtera 
l'anneau, indiquera le nombre d'unités de poids de ce 
corps. 

Le peson appelé danois^ parce qu'on s'en sert com- Fig. 76,. 
munéraenl en Danemarck , et qu'on pourrait nommer 
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suédois^ parce qu^il est presqae le seul en usage en Suède ^ 
est une verge de bois ou de fer qui porte à son extrémité 
B un crochet ou un bassin pbur soutenir des marciban- 
dises , et qui se termine à son autre extrémité par une 
masse A, 

# 

La verge BG de ce peson , passe au travers d^un anneau 
. C destiné à le soutenir en équilibre. 

Le point C de la verge , autour duquel le peson garni 
de sa masse et de son crochet ou bassiii vide , demeure 
en équilibre, est le centre de gravité de ce peson. 

On proportionne ordinairement la masse , la verge et 
Ict bassin ou le crochet , de manière que leur centre de 
gravité commun € soit très-rapproché de la masse A. 

Pour connaître le poids de la marchandise soutenue par 
le bassin ou par le. crochet , on éloigne l'anneau de h 
masse A jusqu'à ce 'que le peson chargé de la marchandise 
et porté par l'anneau , demeure en équilibre ; alors le 
numéro de la division de la verge où se trouve Panneau f 
indiqufife poids de la marchandise soutenue par le bassin 
ou par le crochet. 

Lorsqu'on connaît le poids du peson et son centre de 
gravité , c'est-à-dire , le point C sur lequel il demeure 
en équilibre à vide , il est aisé de déterminer les divisions 
de la partie BC de sa verge. 
Fig. 77. Car le poids du peson et de son bassin vide , devant 
être regardé comme une puissance verticale P appliquée 
à leur centre de gravité commun C, et le poids de la 
marchandise contenue dans le bassin comme une autre 
puissance verticale Q appliquée à rexlrcmité B de la 
verge, lorsque le tout sera en équilibre autour de l'anneau 
situé en quelque point D , on aura 

P:Q:: bdiDC, d'où. r+Q:P:: bc:bd. 



DE Statique. lai! 

et par conséquent 



BD^BCx 



F+Q 



Ainsi, en imaginant successivement dans le bassin une,' 
deux, trois, quatre, etc., unités de poids, on trouvera 
toutes les valeurs correspondantes de BD , c'est-à-^dire , 
tous les points de division D pour une , deux ', trois , etc. 
unités de poids , en multipliant par le poids du peson , la 
longueur^C de sa verge prise depuis son extrémité jus- 
qu'à son centre de gravité , et divisant successivement 
le produit par le poids du peson , augmenté successive- 
ment dVne , de deux , de trois , etc. unités de poids. 

Supposons que le poids du peson , c'ést-à-dire , de sa 
masse , du bras de levier et du bassin ou du crochet , 
soit un (car on ne comprend point, dans ce poids, celui 
de. Tanneau qui doit le soutenir en équilibre) ; on prendra 
sur la partie BC de sa verge , des parties B i ^ B 2^ jB3, 
B^^ B5j J?6, etc., égales à la moitié, au tiers, au 
quart , au cinquième , au sixième , au septième , etc. , 
de la partie BC de la verge ; et les points 1,2, 3 , 4 9 
S , (4 , etc. , indiqueront une, deux , trois , quatre , etc., 
unités de poids , c'est-à-dire que lorsque lie bassin ou le 
crochet sera chargé , et que l'anneau qui portera tout le 
système en équilibre , répondra à la division numérotée 
I, ou a , ou 3, ou 4? 0^1 5, ou 6 , etc., le poids 
suspendu vaudra autant d'unités de poids. A gauche de 
C se trouvent les fractions de l'unité de poids , comprises 
eatre zéro et l'unité. 
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Du Plan incliné. 



Lorsqu^un point matériel est presse contre un plan iné- 
branlable et inflexible par une force perpendiculaire sm 
plan , en ce* point , il est clair que le point doit rester 
en équilibre , puisqu'il n'y a pas de raison pour qu'il 
glisse dans un siens plutôt que dans un autre. 

I\éciproqi4f ment y un point matériel pressé contre un 
plan incliné p^r une («prc^ , nç pçut rf>fter en reppf 
qu'aMtant qi|e la forc^ e^t perpendiculaire op poraialc 
9u plan au point d^appui. Caf , si ççtte force ét^it in- 
clinée Stij^ le plfin I elle pourrait se décomposer ff^ ^euf 
autres , Tune perpendiculaire afi p^n , P^i^tre «itfiée 
dans ce plan : m^is \^ première serait détri|ite pair b 
résistance du plaii ^ et la second^ jouirait de la plépit^jf 
de son efl<pt, en sor^e que )e point cëdeniit à squ action] 
et cpnséquemment il ne serait pli|s en équilibre. 

Donc, si un corps sollicité par des forces quelconque! 
Ti F' j.P^ , P" au nombre desquelles il faut compter son 
poids 9 ne repose sur le plan incliné M3i que par le 
Fig. 78. $eul point J^ il ne pourra demeurer en équilibre, ï 
moins que ces forces n-aient une résultante unique Rf 
passant par Iç point de contact / , et normale en ce 
point au plan incliné MN : car, si la résultente pas^ 
par tout autre point tel que O, il est visible que le corps 
f^oumis à Faction de cette force unique, roulera le long 
du plan soit en remontant soit en descendant. 

Si le corps repose sur le plan incliné par nne surface 
fmie, la résultante toujours normale au plan, doit passer par 
un des points de sa base ; et s'il s'appuie par plusieurs 
points , il faut que la résultante encore normale au 
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plan, k râncantre dan& Fiatérieuii 4v p<4ygpae tn^mé 
fan tans le< poinis Je cootac^r 

Lorsqu'un corps est pressé par plasieaiis for^ces contre 
une surface courbe , il faut k coRsi<léFeF comme sUl 
reposait sur le plan tangent à la surface courbe au peint 
4».cpi^t^<i de çctjte ^urf^<;e avec ^ }^sfi du corps, A^ml^ 
poui7 r4^iUbi:e |, la direction de 1^ |^^<^tajRte ^ 4o\\ éU'e 
normale à la surface courbe au point de contact. P^^ cette 
raison , lorsqu'un Uvier çst traversé p^r un ^%e cylindrique, 
ou lorsqu'il repose sur un tel axe , il faut , pour Péqui* 
libre, non-seulement que la résultante dfl$ forces p^e 
par le point d'appui j mais encore qu'elle soit nprmale 
€n ce point à la surface convexe du cylindre. 

Dans le cas où le corps serait soumis à l'action de 
plusieurs forces , nous supposerons que ces forces con~ 
courent , parce qu'autrement elles pourraient ne pas 
MrJS^U:^ W« ï^i^ltante unique ( cha|> IV.). 

Sl^Bl.1^^ "jj^r^wy^^ l^ reîqtion entre le poids d'un 
corps et la Jorce çqi le retint en équilibre sur mji. plun 
incliné. 



SoU^ te pûid* «fe Ç»qs*>. qui Çst i^e ijorrç vearticalç 
2f pUquéQ i son. ceqtre de gravité Ç ; soi;it P' la force qui 
if relîem eo équilibre. 

!•. Zes Jorces P eP "9^- doivent se nencontrér. pig. ^q. 

Soit O ce point de rencontre : le plan mené par 1^ et 
P, devant être à-la-feis perpendiculaire au plan incliné, 
puisqu'il pa^e par U résult^iiite normale à ce plan , et 
au plan horisontal , puisqu'il contient la direction de P' 
qui est verticale , coupera les deux plans suivant les lignes 
hK et LU dont l'angle laesuror^ leur inclinaison. 
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Donc 2*. ia force çia reiierU un corps pesant en ifm 
libre, doU être dans un plan i^ertical et perpendinilar 
au pian incliné ^ et la résultante de cette force et du poids 
doit être normale au plan incliné ^ et passer par un de 
points de la base dm corps, 

Sî sur les représentations OAj OB des forces Pet P, 01 
constmit nn parallélogramme , on aura ( page 1 2 ) la pro- 
portion 

P:P :: smPORlûaPOR^ 
laquelle deriendra 

P: p :: sin P'OR : sin klh^ 



d'où 3*. 



p — p^ ^'" ^^^^ 

^ ^ sin PUR ' 



et comme le sinos d^an angle est aossî celai de son sop 
plément , on en conclura que la force P, appliqnéi 
suivant OP, , et aj;îssant de P, vers O retiendra le coip 
en équilibre , ce qu^on savait d'avance. 

Corollaire I*^ Diaprés la proportion ci-dessus , la puis- 
sance P sera la plus petite possible par rapport au poidi 
Pj lorsque Tangle P'OR aura le plus grand sinus pos- 
sible ; mais ce plus grand sinus répond à Tangle droit, 
et alors la direction de la puissance devient perpendi- 
culaire à la normale , ou parallèle à la longueur LK 
du plan incliné. Dans ce cas , la proportion devient 

P : P :: I : sin hlk :: lk : kh. 

Ainsi , lors<[ue la puissance est paralltie ù ta longueur du 
plan incliné , elle est au poids du corps qu 'elle y retient 
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tftt équilibre y comme la hauteur du plan incliné est à sa 
longueur» 

La puissance a donc d'autant plus d^avantage sur le 
poids, que la hauteur du plan est plus petite par rap- 
port à sa longueur : et lorsque cette hauteur est nulle ^ 
on a pour l'équilibre P' = o , ce qu'on savait d'avance. 

Corollaire 11. Le cas où la puissance P^ est la plus 
grande possible par rapport au poids P , est celui qui 
correspond Il'POR = o , parce qu'alors 

„ sin JCLH 

P^ := Px ' =00 : 

o 

dans cette .hypothèse , la puissance P' est perpendiculaire 
où normale à la longueur du plan incliné. Ainsi , quelque 
grande que soit une puissance P' qui presse un corps pe- 
sant contre un plan incliné , ce corps ne peut rester en 
équilibre: si le contraire arrive, c'est que les surfaces des 
torps même les plus polis , ont des aspérités et des pores^ 
c'cst-à-dirc, des pointes et des cavités ^ et que, dans le 
contact, il y a pénétration des parties saillantes dans les 
pores , circonstance qui empêche l'une des surfaces de 
glisser librement sur l'autre. Mais ici nous faisons abstrac- 
tion de ce^e force de frottement , ainsi que de plusieurs 
^tres obstacles au glissement. . 

Ct(roUaire IIL Lorsque la puissance P' est horisontale , 
c'est-à-dire, parallèle à la base LH du plan incliné, l'angle 
POR devient égal à LKH ^ et la proportion trouvée de- 
vient 

P : P :: sin lkh: sin klh :: lh : kh, 

Ainsi, la puissance étant horizontale, il Jaut, pour. 
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celles de F' , représentée par Mfi, savoir,' saivant l'axe 
des ac^'-^P^ cos *'/, et suivant l'axe des j-, — P* sin a'', 
parce que l'angle a^f excède aoo ^. ; enfin , — P cos a , 
— P sin a , pour les composantes saivant les mêmes 
axes , du poids P représenté par MC Ainsi la somme 

des composantes suivant l'axe des x , sera 

P cos lie + p cos *' — Pf co$ a^ , et celle des comjpo- 

santès suivant l'àxe des y , sera ....••••• 

•: — i*îin «t+P sîti et' -^Pf sin «t^. Or , cette dfemière force 
étant normale en! au plan incliné , est détimite par îà résis- 
tance de ce plan, et comme d'ailleurs elle mesure la pression 
sur le plan , que nous désignerons par N, on aura d'abord 

iV= — Psiti « + P sin a' — p// sin JL 

En eCFet , la composante de P suivant l'axe des y^ étant 
directement oppo^^è à celleis des forces P et P' saivant 
le même axe , la somme des pressions dues à ces deux 
déiHftiéi^ forcés ^ doit être diminuée de P àih «tf. On ex- 
Jpriihèhi iàiic l'éqUilibre dk point M entre lés action^ 
des forces P^ P^ P^'\ en écrivant 

l^tOS le -4- P cos u^ — P^ cos u^ :==: Oi 

ptiis^ù'on dit par là qbé le pb'iM M ne peut avoir de 
teouV^iSrent Suivant l'axe XX', 

Cette dernière condition , ainsi que la valem* de la 
prèssMn resteraient les mêmes , si on supposait les forces» 
données a]>pliquées en / sous des directions parallèles auk 
directions primitives. On peut étendre cette Solution à 
un ndinbre quelconque dé forces concouramtes. 

Coroilaire. Si l'on fait P = o , on aura cette me- 
sure de la pression 

N :=z — P sin et -^ P' sin J'', 
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'et cette condition dVquilibre 

P cos a — Pl ces a* = o ," 

d'où 

P COS a = P// cos Jl. 

Lorsque Jl = aoo *. , la force P^ agit suivant JlfX" , cl 
alors la pression n'e^t due qu'au poids du corps; on a .1 
d'ailleurs , en observant que le signe -^ de cos éf %^ ■ 
déjà été introduit , 

c'est-à-dire 

PslnKLH^Pf, 

ou 

P: p» :: I : sin klh :: lk : KH^ 



d'-^ 



conclusion trouvée plus haut sous la même hypothèse. 
On pourra aussi supposer à la force P^ une direction 
parallèle à la base du plan incline. 

Remarque. Lorsqu'un corps ne repose que par un 
seul point sur un- plan incliné , la pression , au point 
d'appui , est égale à la résultante des forces qui retiens 
nent le corps en équilibre* Si le corps repose sur U 
plan incliné par deux points A et 2?., la résultante qu^- 
passe par .un des points de la ligne AB , peut se de- 
composer en deux forces parallèles appliquées en ces 
points ( pag. 43 et 44 ) 9 lesquelles sont les mesures des 
pressions aux points d'appui A et B, Si le corps est 
soutenu sur trois points u^ , £ et C , la résultante doit 
rencontrer le plan incliné dans l'intérieur en triangle 
ABC , et on sait encore évaluer les pressions en jpfs 
trois points. Mais lorsqu'il y a plus de trois points àt 
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ontact , les pressions, en ers points , 



PROSLËHE. Trouver la relation entre Us poids de deux 
^trps ^tà sûnt liés entre eux, et qui se /ont iijuilibre sur 
lux plans inclinés adossés. 

Hous supposerons les centres de graviti; des deux corps, pij 
net dans le plan igui coupe les deux plans Inclinés 
lossés et ceini de leur base ^ suivafnt le triangle LBH, ^ 
font les angles X et i/ à la base sont les inclinaisons 
plans inclinés sur le plan horisontal. Les deux corps 
ne Bsus ceoisiiiérons , et dont nous désignerons les poids 
P" et Q, sont liés l'un à l'autre par un fil ()ui passe 
ine poulie de renvoi Jî , de raanièr* que l_es diroc- 
des deux parties Mm , il/' m' du fil , soient respccll- 
•emeiit parallèles aux longupui's Ki' Rt KH des plan^ 
pclinés. . .. „ 

On peut remplacer l'action du corps Q sur le corps 

I fil, par celle d'une force P' appliquée en N, qia 
tgïfaitde la mi^me maoièrs.sur jP, ^ l'aide du cordon 3/m î 
ilors le corps P est 'felcnu en équilibre sur le 
(lan KII, par une Xgrce d'u^e. direction parallèle à la 
pngueur du plan incliné, on a(pag, 124 "t laSj cette 

latlon 

P:P::HK: kg. 

Mais la m^me forcé P, appliquée en iV, tiunijrait 
iussi ie corps Ç eh équ'ditire sur k plan incliné KL , 
le la icnsicn'du fil est la même dans toute son 
; âonc 




,,.ijl„ Q-.F' :: KL ; KG. 



* 
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:optirlions on Uéduit ce 

P:Q:: llK : kl. 



On peut encore résoudre Irèi 
tian, en décomposant chacun 
les directions sont verticales , en 

désignant alors par p' el ç' c 
aui( longueurs des pians înclini 
«ions de p' et ^' 



p'=P> 



,^GKH=P s 
■s IKG = Q si 



limplentent cette ijucs- 
ts poids i* ei Ç dont 
eux composantes^ l'une 
parallèle à .ce plan : 
composantes parallèle! 
, on aura ces exprès- 



= Çx. 



donc t comme il faut pour l'équilibre , que ^ 9 
ou aura celte coudition trouvée précédemmeRt 



KG 
KH 



= e> 



¥ 



P-.q.-.KH: KL, 

proportion de laquelle on conclut que les poids des deux 
corps en iijmUbre sur deux plans inclinés adossés, doivent 
être proportionnels aux longueurs des plans inclinés. 

PhoblÈMU. Un corps pesant étant de lui-même en équi- 
libre entre deux plans inelinés , trouver le rapport entre 
son poids , et les pressions des deux plarA, 

t. Soient Pie corps , G son centre de gravité , ASCD, 
EBCH les deux plans »ur lesquels il s'appuie : on dé- 
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poids F Ju corps qui agit suivant la verticale 
CÇG , en deiin composaïUes Ç5 et QT normales aux plans 
{Bclia^& EC , AC , et passant par l'un Jes points de con— 



bel du corps avec chact 

xige qu'on choisisi 

s la figure que no 

position , parce que 

le plan AC. Ali 

:al et perpendi' 

ra donc imagim 

[tical QKNM 



n (le ces plans , condition qui 
ivenablement le point Q qui, 
nsidL'rons, ne peut avoir qu'une 
rps ne repose que par un point 
le plan TQS est en mèmt tems 
e aux deux plans inclinés. On 
corps coupé par un plan ver— 
on cpntre de gravite G perpec- 
seciion BC des 
plan QKNM. 
pesant ne peut 



âicn lai renient aux deux plans inri 
'deax plans inclinés, perpendicnla 
sera horisonlale ; d'oiî il suit qu'i 
K soutenir de lui-même entre deu: 
le cas où la rencontre BC de ces deui^ plans , est horison- 
lale. Les intersections MN , KN des plans inclinés par le 
iflan ÇKiVîtf perpendiculaire à BC, sont les longueurs 
" ^es plans inclinés EC , AC. Si par BC on imagine un plan 
borisontal , la rencontre de ce plan par QKNM , sera 
OL : ainsi, les deux plans inclinés seront réduits aux 
triangles rectangles , KNL , MNO qui seront de même 
.bauteur, en prenant JVO :^ KL. 

Si l'on désigne par P, ^, Tle poids du corps et les 
pressions normales sur les plans inclinés, on aura celte 
luite de rapports 

p\s -.T :: KM : kn : nm. 

En effet, si l'on représente le poids du corps par la FigÉ ( 
longueur QD , prise sur la verticale passant par le centre 
de gravité G, et qu'on forme le parallclogramme QBDC 
dont les côtés QB , QC sont perpendiculaires aux lon- 
gueurs kN , MN des plans inclinés, on aura 



l 
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P:s:T::QD;QD:QC:: çd : çb : jïDiJ 

mais parce que les triansles QBD , MKN oM leurs cAtà 
respectivement perpendiculaires, 

Ci) : ÇB : £i> :; am : a'JV : nm, ^h 

et consèquemmcnt ^^^| 

P:S:T:: km : iriv : nm. 

Problème, Trouver la position ilans fafuelle une droite 
pesante est en équilibre entre deux plans inclinés. 

^- Par un peint S quelconque de l'un des plans , on mè- 
nera deui. droites SB , SC perpeodlcal.iires l'une au plan 
KIS, l'autre au plan il/JV", puis la verlicale BC ; par la 
point S el par le milieu M de BC on mèneia une droite 
SR terminée aux plans inclinas : cette dioite , ainsi 
(jue lon.te parallèle ir, sefa en équilitre entre les deux 
plans. 

' En cfiet, si par le centre de gravité G de la droite SR, 
on mène entre les deux ligues SB, SC une verticale VJ, 
les droites AD et BC seromt divisées également en G- et 
£; ainsi,. 4fl sera parallèle à 






!^equent per- 



1 plan incliné 3IN. Le poids de SR étant 
repréf;enU; par AD , et cette force pouvant être supposée 
appliquée au point j4 lié avec G, se déropnposera en 
deux forces reprcaontées par les côtés AS, AB du paral-r 



iélogratn 



nAD; 



! lés directions des 



mpo- 



à 



intes AS, AR sont perpendiculaires au\ plans A'JV et 
JVM , eUes seront détruite' ver la résistance de chacun 
de ces plans, et" la dcoiie US restera immobile entre 
ces plans. Il en sera de niiJmc de toute parallèle. 
On peut se proposer d'évaluer les pre«9ioiis ou les chai- 



J 



gtt de trois sphères sur 
iplièré Joot-Ie poids est 
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De la MacJdne Junicuîaire. 

La machine funiculaire fst un appareil de cordes par 
rintermcdîaire desquelles des forces réagisirenl lei unes sur 
les autres. 

Nous supposerons dans tout ce qui va suivre , les 
cordes ou les cordons parfailement flexibles , inexten— 
nbles et de plus réijuits à leurs axes , parce que c'est 
suivant Taxe de la corde que se transnieL l'action de la 
force qui agit à son extrémité. 

Lemme \". Si une force P agît à l'extrcmiié d'un 
tordon placé sur un plan , le cordon , en cédant à l'action 
de ta force , est enirainé , en s'étendant suivant la direc- 
tion âe cette force ; il n'éprouve alors aucune tension. 

Lemme II. Si deux forces égales sont appliquées en 

sens contraires aux deux exlrémicés d'un cordon , elles 

M font équilibre : que l'une des deuï forces soit rem- 

^pbcée ^ar un point fixe capable d'une réaislance pré- 

Kfisément égale à l'action de cette force , l'équilibre 

Tkxijtera comme précédeinmeni , et îl est clair que la 

I *ten£Îon du cordon sera due à la seule force qui agit. 

! conclusion si le point fixe était à l'autre extré— 

■Donc , la tension d'une eor^e sollicitée en ses deux 

extrimitis , par deux Jarces égales et contraires , est due 

Â fwie guelconi/ue de ces Jeux Jbrces , et consétjuejnment 

elle a lieu dans les deux sens. 



Lemme III. Si deux for 



i po i 



P, 1 



appli- - 




i34 Leçons 

^HS en ittu coniraîres »ax dem CTtrémilû ^mi titt ' 
ion , «wU iacgales , el qu'on ail i* = ^ +//; b pl^ 
lie /* dr force f itnd le cordon , en faisant écjuîEhfe 
à P, cl U forte eicédenie ^ est eniièremenl employée 
â cotniner le sjrsl^me suirairt sà dîrermni , «'cst-a— dîre , 
qu'elle ne conUÎlMie en rien à la lensîoQ. Ce cas mire 
dans le premier, en observant qae b corde Undae et 
sonmiïe à. l'aciion de ^, e&t romparable à nne vAp 
rigide. Donc ia lensioa d'une earJe foilieité* en iti J t m x 
extrimitii par itMM jants infgaUf , eit Jiit i la phu 
petit t des étux fonts. 

Lemme IT. Si ta nudÙDe fanicalaire n'est point cou»- 
posée je cordes quî aSoaiiueat a^mriae point, ntaû 
qui soient Domiei les unes aux antres en dilTêrens &i»r 
tt^. S5. reaox , an-i points m , aa*, m', tics au point jV; et s'il 
y a éqBÎlibre aitiMir du nœud 51, ta suppotanl tooi 
les cordocs dam bb nétne plan, c'est que les rnallantes 
, desfaîsceanx, dont les adioas se Irattsmctiem es 3/ par les 

axes deii cordoiu atM, m' M, nt'_V, se drlmi-'CDl ea 
ce point- Or , la réitrflanle des forces i*, J* qui est 
dirîgeV suivTOl mJV , resterait la mêine en srattdenr et 
en direcbon , si les comp'xsanles F, P* , agi^saîenl nr 
tout antre point da corJon mJf soos les ntèmes çnm- 
deurs et sons des directions piraHcles aux £nftiîohs piî-' 
màlires; de sorte qae l'étal d'éqaitibre suliststenit encom 
si cfaacatie des forces da 5>fs)êa>e vcnaîl agir immédiate- 
meai sur le point JV totn sa grandeur et puattèlemenl 1 
elle-m^me. 

Ainsi réquilibre aor^îl encore neo , si les forces P, P*, 
par exemple, «tant lonjours appliquées en m, ion tes tes 
antres renaienl agir tmiliëdialemcnl en AT, sons de: 
direclioas parallèles et U'urs e;tandeiirs priniilÎTes. 

itooCf en gmcral el ivajours dans le ciî (Têqailib^t 



À 
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la tension d'un des cordons rnJV, ou m'M ou elc, , 
«ft due à la résultante dfs forces qui agissent en m ou 
en m', elc. , ou encore à la résiilLinle gcuiirale île toutes 
les forces qui agissent sur tous les autres nœuds. 

Corollaire. Il résulte encore de ce qui précède, que siFig. 
un corps Q est sollicité par un nombre quelconque de puis- 
sances P", Pl/ , P", i*', l'effet de ces puissances sera le 
même que si elles claient toutes appliquées au point 
fil ou au point JV, sous les mêmes quantités el dans 
des directions parallèles à celles sons lesquelles elles 
agissaient primitivement. Ainsi , soit que le corps reste 
en équilibre, snjt qu'il cède a l'action des puissances , 
la tension du cordon NM est toujours duc à la résis- 
tance du corps qui neutralise en tout ou en partie l'effet 
<ie& forces, puisque, dans le^remier cas, le cordon 
JVilfest entre deux forces égales et contraires; el que, 
dans le second , la résistance Q est la plus petite dos 
_^eux forces directement opposées { /emme 11 ). 

Ainsi, la machine Funiculaire ne doit être considérée 
que comme un moyen d'employer plus commodément 
les puissances que les circonstances ne permettent pas 
d'appliquer à un point unique du corps , et qui se 
trouvent disposées de telle manière que, sans rien chan- 
ger k leur énergie, elles produisent le même effet que 
si elles étaient toutes appliquées h ce pol^it , soua leurs 
quantités primitives el sous des directions parallèles. 

Problème. Trouver les conàilions d'é<juilibre de trait 
forces dirigées suivant les axes de trois cordons qui abou- 
tissent à un nœud. 

Pour que ces trois forces sqicnt eu équilibre, il faulFig. 
<]\ie l'une quelconque d'elles, soit égale et dircclemcot 



;« «ige 1 



veni op- 
roita p^^ 



Le{oi>s 
oppoipe à la resullanlc in àeax autres ^ ce ^ai «ùge 
()ite le» axe» des cordons (oieat dans un Bième pluu 
On aura donc (pag.ia) cette sniie de rapports. 

\ PiP' iP" :: sin P'MP" : sin f*.wj*"' : sii. Fiifi". 

Le parallélogramme des forces et tonles ses conaê- 
qaetices reçoîvenl ïci leur applicalion. 

Corolfaire l". Sî les exirémilés des cordons JtfP', 
MF"' sont fixes , les valeurs de P' et P" déduites de 
rapporls , mesureront les résblances que doivent op- 
poser les poiols Ëies pour ne pas céder à Tact: 
force i*, c'est-à-dire, qu'elles exprimeront les 
des cordons MP', MP". 

Corollaire II. Une carde tendue en ligne droite | 
denu forées P", P"', sera donc pliée par la pins peiite 
8. force P appliquée transversalement à l'un de ses points : 
car l'angle P' MP'" étant supposé à irès-peii près égal 
à deux droits , si d'ailleurs les deux angles P'MP', 
-PMP" sont égaux, auquel cas chacun d'eus sera i- 
peu— près un angle droit, i.a aura d'après la relatioD 
- précédente « 

p^p,^.-"P'^P"' 
sin PMP'" 

sera très-pelile par rapport à la force F', 

aussi par rapport à la force F'". Il suit de là qu'on 

; peut tendre une corde pesante en ligne droite, si « 

:alement, puisqu'elle sera toujours pliée par son 

poids qui est une fnrce verticale appliquée à son milieu. 

Remarque. Les conditions précédente* supposent que 

le point M iç\t invariablement attaché à chacun des cor- 

j, dons i bij.'qae'le noeud qui rassernblc cçs cordons, soit 

.' Mais si le point "M pbiivait couler le long du cordin 



I 
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F' MP'", comme ferak un anneau dans leqnel on pas- 
serait un cordon , pu supposant le cordon P" lié à cet 
anneau; alors il faudrait, pour l'équilibre, qae la di- 
rection de ia force P' divsàt également l'angl^i^'il/P"'. 
En effet , deux points F et /' du cordon P"MP" étant 
fixes, la longueur FMF' est constante , et l'anneau sup- 
posé d'un diamètre infiniment petit, décrit , en glissant, 
nne ellipse doiu les foyers sont F et F', et MF, MF' 
les rayons vecteurs. Or, pour que le point M soumis 
à l'action de la force P' , soit en équilibre sur cette 
courbe, il faut que la direction de i* soit perpendiculaire 
i la tangente à l'ellipse au point M: il faut donc {EUm. 
de Gèom. analyi. ') que la direction de P' divise égaleuient 
l'angle FFM'. Ainsi les forces P", P", ou les tensions 
des cordons MF, MF' doivent être égales Qnol. prél. ). 

Théohémï XXXV. Si Us puissances V, V^P'" appli^ 
fuées aux ecctrémilés de trois cordtins réunis Jlxement en 
M , sejont é-jitilibre , et si elles sont proporcionnelles aux F 



longueurs AM , BM , MD 

gravité du triangle AIÎD. 


le nœud M sera le centre de 


Divisons la droite AB c 

Broile représentera en gra 
lantc des forces P" et PH 


deu< parties égales en C, et 
MGF douille de MG , cette 
deur et en direction la résul- 
mais puisqu'il y a e'quilibre. 



MF= MD, et de plus MFn Jl/Dsont eu ligne droite. Doi 
MG = '-MF={ il/W=ziGD. Donc [tliéor. XIV), etc. 
On pourr.iit prouver encore ces deuï réciproques : 
1°. Si le nœud M est le centre de grafilé du triangle KhT}, 
et si les trois puissances P , P", P" sont proportionnelles aux 
longueurs MA , ÎVUi , MD , elles se feront é<]uilibre : 

a". iSi tes trois puissances sont en équilibre et que le 
Vteuâ M soit te centre de grayità d'un triangle , les trois 




MiMU ycac« In y m ui ^mtlrr f 

4c ginité M foac pjiMiiii . et Arigcn île ce cetfn 
«en In ^Mitnf aoglei tardes , ca (^ipanot cks fan» 
prapaatioBBcfles atnt putics ics tmfimmt taâiw Jf et la- 

hoiLiicc. £>£{ mmintenaat m ftiygmn Jtaùcmlair* 

yl«. wi >■ mst emhlu gc d* pJmsiftrt pcàut M', M ', M*, «■ic-^ 

fia nfrv ou ^MT i>j corAw M'M", M"»'", rfc. , |Mmb 

Fis. S'**^ fe*;«H^ mgiutMt de* J^rta i>, i", P", t*K. , ■» 

Uhn Je ctp»tygM*, tm j i y y wf uy i WMf fw dUna 



D'abord , n l'c^îEttTv a lies aabMr ^ chM{ne Mcni 
AP, y, JU'", etc. , a a tira dans l<mU i'ëtaidiie <fa 
tjïtjme, H conme ît ne pesl «îsterxMaar d'un nKod 
sans ^e le* trois cordons qoi v aboBiùsent , ne soient 
dans on mime plan , on conclai de là que le poIvf>aiM 
peut ?ire yi^a , et îl le sm en c0el, si Idoles les Cnrcet 
tont daiti un même pUo. Rêiiipro<{oeiBeot, si looi le polf- 
g04M rst en t-ijnilibc-, cet etjutlibre a Uen aulM^de clla- 
| an dn nmds en p2fiit-ulïc( , ci dans le cas ou du^oe 
MFud n'aîiemUe qac trois curdQUs , comme nuus l'avons 
^apposé, ces Iroa ccirdons foat djos un taitae plan, ce 
^a> ii'emprfrle (cp^ndinl p^ b condilMD (jue loat le p«— 
Ivgone soit dans on tneme plan. AieuÎ, autour du i 
3/'. la tenûoBr*tlu cordon iW^r*, comptée dcJI^ 
. ''A tme ùtttt éplt. et direcinnenl offo^êç k || 
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tai»(e lie P"et de la tension f" du corilon M"M^, complée 
àe M" vers M' ; de même autour du noeud ^F" la tension 
t"' àt M'" en M"', est une force égale et direclement 
opposée k la résuluote des forces F" el P". Chaijue 
tordon qui unit deux nœuds , est donc entre l'action 
de deux forces égales et directen 
tension peut éire altribuëe à chacu. 






Ainsi , on a ces proportions au 


point M' 


P :P"::s!nP"M'M": 


sin P-it/'M' 


iw : i"::smPM'M": 


sin PM'P". 


Au point M» 




(" :P";: sinP'"^/"W" 


sin M'M"M'" 


P"': f":;^mM' M"M-' 


sin M'M-P-". 


Au point M>" 




t"' :?-:: sini*- M'-P" : 


sin Af"M"'2" 


f*' : p- :; sin Ar'M"'p- ; 


sin M"M"'P". 


Si l'on multiplie par ordre , 


". tes deux premières 



'proponions , on aura le rapport de P" à ("; a", les trois 
premières proportions , on aura ie rapport de P" à P"; 
3°. le produit des quatre premières fpra connaître le 
npport de P -à la tension f"'. Enfm , le produit da 
toutes les proporijtins donnera le rapport entre le.s forcns 
txlrémes. 

Corollaire l". Si les directions di^s forces P", P", P' 
divisent ogalemeal les angles FM'M", M'MIM'», 
M"M<"P% les forces P', P' ei les tensions des cordons 
ti'M" , M'IM'", seront égales, en observant qu'il y i^ 
Ij^arëmçnt équilibre autour de chaque noeud. 





I.EÇOITS 

CoroUaife ît. Si au lieu de» rarceSP', P", >*, ît j 
a en M', M", W , 'Jfis jioints fixes sur lesquels passe la 
corilc i^WJifW'l'', Im forces P", P" appliquées ani 
eictriÇfnilés ^iT ceue CurJe , sBfdnt égales cl la coriîesera 
parmiil .égalera eiil' tendue. En effpl, supposons un cordon 
PMPI enroulé autour d'une poulie M d'un dîamèlfe 
Fig. (}3. înlinîment petit et (Tùn centre fine, et tendu par des 
forces i* et Pl/; tonecvons nn antre cordon P«MP emtnAi 
autour de la même poulie et tendu par des forces P^ et 
i"; supposons de plus que les deux forces P'I et les deui 
forces P agissent dans des sens direciemeni contraires; ily 
aura équilibre autour du point M , de la même maiitére 
que si les forces étaient liées à ce point. 11 doit donc arriver 
que les résultantes de chaque sy.stême de deux forces 
appliquées aux cxlréniités de chacun des cordons, soient 
ffgales et directement opposés, condilion qui ne peat 
évidemment avoir lieu, sans que chacune de ces résnitantes 
' ne divise également l'angle entre les forces dont elle re- 
présente l'effet sur le point M. Conséquemment les forces 
F et Pll sont égales. Donc Cfig.gO, dans l'hypothèse 
aclnelle , les forces P'I F' et les teii.sions des cordons *ànt 
égales. Ainsi, hrstjuedeuxforcestenâenttine corde surlteo»- ■ 
tour à' un polygone, ou d'une courbe quelcon^e plane soliJt, 
«u résistante, ces deax forces sont égales pour l'iquiUbrei 
tt la tension est constante dans toute l'étendue de la eoràet 



Corollaire III. Lorsque les directions des forces J*, 

P", i*' sont parallèles , on a toujours entre les force» 
et les tensions IcS mêmes rapports que ci-dessus dans le 
fas d' équilibre ; mais il arrive alors que toutes les fortes 
el les côtés du polygone sont dans un ,méme plan : car 
autOiir de chaque nœud , les trois cordons sont dans uft 
wlmfi. plan; mais le cordon M^P" étant parallèle ta. 
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cordon JWJ*, le plan F-M'P" est li 
M'MI'-P"'t et ainsi de 

CqroUuire l^^ Qu'o 
(fig.'gi) deviennent des poijs Ç et J* dont les directions 
seront parallèles , qne les cordons soient réduits à trois , Fi^. qS. 
et que le premier et le dernier soient fixement atljichés par 
leurs extremilés, alors le produit de b seconde par la troi- 
sième proportion Cpag- t^g), seia 

F" : P"' : : sin P'M'Mf x sin F"'M"M" : 
sinP'Jlf'P" X ainM'M"jlf», 

sinP'M'JI/'/=sinBJtf'M'',"sinJP"'Jtf«Jlf"^sin3iJl//M,. . „- 
ùnP'M'Pli = sinBM' N-;' 'âaWM«M'» Ù^ÛaM'MIA-. 



BM'NxmnM'MIA 

lii/TJi'jVxsinJI/'JKCJV,' 



d'ailleur 




, ,,.,, ^ 




pu 


= Ç, J»«i= 


donc 


nBiWJ/'Xsi 




Q:P::s\ 


iJi/M">i : siii 




nJt/'/JU'jVxsi 


aMM>N::,m 


ou 






Q-.P: 


sin M'Jf'J/ 


sin ilf'JftW 


.Inj/,1/'JV 


• .in MM»» 



ç : P:: m"M : M'M. . ,Mr| 

insi , les poids Q et P sont réciproquement propor- 
tionnels aux portions M'N et M" M à^\tfi,x%wc^ims. 

Ce corollaire sert il construire une iaiytice^r(rtiît:iilaire 

pfopre ï évaluer lé poids d'un corps Q^au mijyen'd'un 

, poids connu P. En effet, ayant ''attacW Icsdeus éWrémités 
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mfrant Taie des j ; antiemenl ïl y anrail Imh \ pBt- 
lêsulUate : on a donc ces denx conditions 

P cos .' + i* cos .* + *• cos a" = o, 

P sin a' + /* *in «• + /• *m«* = o. 

La tension f* doit ^tre constdérce comme ayant lîcg 
de 3/' en M'< pour faire équilibre à la réiultaoje de i* 
et P", et comma ayant lieu de 3/" en M' pour faire 
équilibre à la rcjullanle de P" et f", et il en sera de 
même de chaque tension. D'après cela , et en FaÛMit 
pauer par Jlf* dcnx axes rectangulaires respecliTement 
parallèles aux précédons , on aura pour conditions Sévfèr 
libre autonr de 3/*, 

— /• cos a" + i*" tos «"' + ^ cos o" = o 

— to sio a» + P™ sio ^' 4- /" Hn rf" =: o. 

Toutes les forces P, P", P", etc., «tant données^ 
opconnaiL les^angles a', a*, a'", etc., qu'elles font avec 
les aies des abscisses , ou avec un axe paralKlc, et il reste > 
trouver , dans le cas d'équilibre, les tensions e( les indiiui- 
sons des cordous , c'est-i-dire , tH, t'", elc. , a", a", elc, 

En ajoutant la première équatinn de cEiaqae groupe) 
on obtient ces relations 

-Pcos«'+ Pf cos a''+ P'cos «'"+ C'cos a"'= o 
Psiu .'+ P'sin a"-H P"sin a"'+ /"'mu a'": 
Pco»»'+P'cos,.*+P»cosa'"+P'cos«"+fco 
Psin.'+P'sin-*+P"sinB"'+P'sin."+/"sIi 
et ainsi de suite. 
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On est donc toujours conduit pour la tension d'un 
rordon qui unit deux nœuds , k des équations de la forme 

Y 

t cos « = — X, t sm a=z — K, d*où tang a ~ -—• y * 

les quantités X et !F étant données. 

Mais si on n'a que cinq forces jP, P^^P", jP% P', 
alors la tension P'^ qui doit être remplacée par P*", est 
connue, ainsi que l'angle û'^ qui devient a^; on a donc 
six équations, et seulement quatre inconnues à évaluer, 
savoir : ^", a^f^ t'"^ a'"; il reste donc, pour l'équilibre , 
deux équations de condition , qu'on obtient en ajoutant 
toutes les premières , puis toutes les secondes équations 
de chaque groupe : on trouve ainsi deux équations entre 
les données seulement , lesquelles sont 

P^ cas a' -f- P// cos #''+.• , -f. P^ cos «.'' = o 

P' sin a' -f- P" sin a^/ + ••••••••+ •''^ ^^^ '^ = O- 

Mais ces équations exprinyent précisément les conditions 
d'équilibre des forces données, ramenées à agir sur un point 
unique , sous, des directions parallèles à leurs direction^ 
primitives e t sous leurs grandeurs. ( Chap. dernier. ) 

JfoxL on conclut que pour que des forces se fassent équi- 
libre au moyen d'un polygone funiculaire plan , il faut que 
si on les applique parallèlement à leurs directions et sous 
leurs grandeurs ^ à un mêm.e point , elles se fassent équi^ 
libre autour de ce point. Ce point d'application peut être 
l'un quelconque des angles du polygone. 

Si on* laissait inconnues une force et sa direction « 
les deux équations de condition ci - dessus , serviraient à 
les déterminer : si l'un àe% cordons extrêmes a son extré- 
mité fixe , sa tension et son inclinaison peuvent être 
déterminées , puisqu'alors on a six équations çt six 

zo 
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inconnues : si les deux cordons extrêmes ont leurs extfé* 
mités fixes , le problème devient indéterminé , puisqu^on 
a six équations et huit inconnues. 

Du Tour. 

Le tour , treuil , cabestan , sont des machines qui 
peuvent être désignées génériquement par la dénomina- 
tion de /oi/r; elles ne diffèrent entre elles que par la 
manière dont elles sont employées ; car , au fond , le 
mécanisme est le même. Il consiste dans un cylindre 
terminé par deux tourillons ou cylindres d^un plus petit 
diamètre et de même axe , destinés à tourner chacun 
dans une Jente , trou ou crapaudine. Ce cylindre porte 
une roue on des barres qui le traversent , et le plan 

Fi^. g5 de la roue ou des barres est perpendiculaire à son axe ; 

•t 08. ^^ ""® corde fixée par une extrémité à un point de la sur- 
face du cylindre, est attachée par l'autre au poids qu'on 
veut mouvoir. L'action de la. puissance qui agit suivant 
une direction tangenliclle à la roue ou perpendiculaire 
à l'extrémité d'une des barres, fait tourner le cylindre, 
enroule la corde autour de ce cylindre, et remonte le 
poids. Lorsque le cylindre esthorisontal, (fig. 96, 96, 97, 
1)8) la machine se nomme plus particulièrement treuil^ et 
lorsque l'axe est vertical ( fig. 99), elle se nomme cabestan. 
On peut toujours considérer le cylindre comme tournant 
autour de son axe pris comme ligne fixe. 

Problème. Trouver le rapport entre une puissance 
et une résistance en équilibre au moyen du treuil. 

Nous réduirons la machine à. f'axe AB du cylindre j 

au plan MN de la grande roue , et à la section mn Ja 

Fig. 100. cylindre , parallèle à iMïV", par un plan passant par l'axe 



î)E Statique. 147 

du tôrdon qui soutient le poids à élever suspendu à 
l'extrémité du rayon horisontal e 1. 

Ayant mené le rayon CF au point F où la puissance 
f agit tangentiellement à la roue, concevons par l'axe ^5 - 
et par CF un plan hCF qui coupe la section mn suivant 
r/* parallèle à CF , plan qui sera perpendiculaire à ceux de 
la grande roue et de la section mni , et joignons les points 
F.^tf^ZT une droite qui rencontrera' l'axe AB en 0* 
On pourra décomposer la force P en deux autres qui 
lui soient parallèles , l'une Q appliquée en y* et agissant 
Jans le sens de P^ , Vautre Q' appliquée en O , et agissant 
en sens contraire ; les points d'application /' et O étant 
donnés, ainsi que la force P' , on sait déterminer Ç 

c^ Q!' (p2g- 40). 

De deux composantes Q et Q% la seconde passant par 
un des points de l'axe fixe du cylindre , ne peut avoir 
d'efifet pour faire tourner le cylindre : la première seule 
doit donc faire équilibre au poids P; et comme Ç et P 
agissent perpendiculairement aux deux extrémités^* et i 
du levier coudé fci qui n'a que la faculté de tourner 
autour du point fixe c-^ on a pour condition de cet 
équilibre 

Ç X cf= P X ci, d'où Q z=: P, 

à cause de cf=zci; mais en prenant le point pour 
centre des momens , on sait que 

Q : F :: FO \jo :; cf : cfy. R : r, 

en désignant par R et r les rayons de la grande roué 
et du cylindre : conséquemment 

Q = p= ^'^ , d'où F:P:tr:R. 

Ainsi ^ pour l'équilibre du treuil, la puissance est au 
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poids , comme le rayon du cylindre êst au rayon de là 

roue. 

Remarque. On voit ionc. qu^au moyen de cette ma- 
chine , la puissance prend de Tavantage sur la résistance. 
On observera que comme les actions de la puissance 
et de la résistance, se transmettent suivant les axes des 
cordes , il faudra augmenter les bra)s de levier CF, a.y 
du demi-diamètre de chacune de ces cordes. 

Corollaire, Si le poids P était attaché à Textrémîté da 
rayon horisontal CI dans le plan de la roue , on aurait 
en FCI un levier coudé dont le point d'appvi est en 
6, et conséquemment pour condition d'équilibre entre 
F et P, 

P.R~P.r, 

_ » 

la même que ci-dessus. Donc l'action de la puissance m 
^transmet au poids à Vaide du treuil ^ comme si le poids 
et la puissance étaient dans un même plan , toujours 
appliqués tangentiellement au cylindre et à la roue. 

Cette conséquence pourrait être démontrée a priori , en 
supposant le rayon du cylindre égal au rayon de la roue, 
parce qu'alors la puissance P' pourrait être appliquée tan- 
gentiellement à une section quelconque du cylindre perpen- 
diculaire à l'axe , qu'on pourrait prendre concentrique à 
mni : alors on aurait entre P' et P le rapport trouvé ci- 
dessus pour l'équilibre. 

Il nous reste à déterminer les pressipns sur les points 
d'appui A et B ^ et dans cette question , il est néces- 
saire d'avoir égard au poids total de la machine. 

On observera d'abord que Ç et P se composent en 
une force unique qui passe par c , pour l'équilibre ^ 
en sorte qu'on peut décomposer leur résultante H' ap- 
pliquée eu c , dans les deux forces Ç et P : ainsi , 
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pour l'éMlnation des 
puissance y et le pou 
Q tl Q', a,.pr,q..fles e 
force i*, mais appliqi 

Oe: oc :: 0/ : of 

composer chacune des 



pressions I nr 
s P agissent t 



F' l Q. On 



1 dei: 
e, probléi 
machine , < 
élanl divise 
passant par 
points (le t 
g' 



P appliquai 



cqua 



X forces parallples appliquées aux ^ oint? A et 
ne qu'an sait rùsouJro. Quant au pt 
in oWrvera que le corps c]e çetle niachiiie 
en deux parties symétriques par tout plan 
l'a^e (ixe, son centre de gravité est en Tun iles 
et axe. Supposons ce, point connu ; on ima— 
rce représeniative du poids de la machine, la- 



b quelle agit sur son centre de g 

forces parallèles appliquées ca A el E 
chacun de ces points, deux forces qu'on i 
•eule qui représentera la presMon totali 
Lorsqu'une puissance P est appliquée 
la circonférence de la rm.e d'un tour , 
CD , enroulée autour d'nn cylindre , 
conférence de la roiïe d'un second lotir 
est enveloppé d'une corde Fil qui tin 
xerice de la roue d'un troisième tour 
tst aussi enveloppé par une corde à I 






à un point B Je 

et qu'une corde 

tire sur \»- th'~ 

rlonl le cylmdre Fig.n 

sur la cirroiifé- 

dont le cylindre 

extrémité de la- 

telle est suspendu un poids P, on a un four composé. 

Oit trouve lâcilement ce rapport entre la puissance et le 

poids , dans le cas d'équilibre , 

P" : P :: AC X MF X ci; AB v. ED V. GH 

doii P' :^ p X. - . — . . 

~ '^ AB ' ED GH' 

d'où on peut conclure qu'au moyen Je cette machine, 

b puistance prend tut la résistance , dans le cas d'équi- 
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tiliFF, un avantage d'autant plus grand que le nombreAtt 
tours simples est plus con 



De la Poulie ef des Moujles. 



I boulon { 



ur de laquélb 
e corde : celle 
: porté par lea 



\ attachée ï 



Une poulie est une n 
on a creusé une gorge 
roue est traversée par 
branches d'une chape. 

,a La poulie ei(^ fixe , q 

' peint fi\e ; la puissance et la résistance h 
appliquées à la circonférence de la pouli< 
d'une corde qui en enveloppe une partie. 

À La poulie est mobile , quand la chape est liée à la ré- 
sistance nu au poids , et se meut avec elle. 

Nous Supposerons que les directions de la puissance et 
de la rcMstance à vaincre, soient dans le plan qui divise la 
poulie en deux parties égales , suivant son épaisseur. 



I moyen 



Problème. 

la réstslance en 



équilibre 



Si du centre de la 
en, CB aux points d* 
sance et le poids 
irémités D,Eâ'' 



h rapport entre la .puissance et 
au mojen dg la poulie Jixe. 

lène les deux 



>t en 



C, iln 



aya 



coudé, qu'on peut 
ne loit lui-^niéine en éqi 
traction du reste de 1( 
levier, sont perpendici 
et de plus égaux , on i 
La charge du centra 
tx point , doit être 



joulie l'on mène les ileu« rayoïu 
contact , et qu'on regarde la puis- 
X forces qui agissent aux ex- 
idé ECU dont le point d'appui 
r équilibre sans que ce levier 
ittr comme coupe dans la poulie, 
libre , et alors on peut faire abs- 
poulie. Comme les bias de ce 
ulaires aux directions des forces, 
doit avoir pour équilibre i'=ri*. 
e C, c'est-à-dire, la pression en 
quantité la résullatite de P e 
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p à cause de IVgnlité de cen forces, la direction de la 
résaltante passnrit par le pniiit de concours des tan— 
pntes en D et E, doit diviser égalemem l'angle EOD, 
■Ile est détruite en C par la résistance de l'axe de la 
lie. Si donc , on désigne celte résultante par R , an 



p : Ri: 



lÈigne 

îin ROP : 



iPOP, 



^ais si l'or 
inn POP- 



KOP=BEC, 



la 



m^ne la corde DE , l'anj 
sln£Ci), et coi 
£i— dessas devient 

i» : fl :: sin dec ; sin ecd :; dc : éd. 

Ainsi , dans le cas â'éguîlière -de la poulie fixe 
la résultante doit passer par le cenlre ; 2", lapvissanci 
tit égale à la résistance , 3°. la résistance à 
fiuissance est à la charge que supporte l'axe de la poulie , 
leomme le rayon Je la poulie est à la sous ^tendante de 
Vdrc embrassé par la corde. 

I[ Remarque. Lorsque la cliape fC est mobile autour cl'iin 
boint M fixe , elle se place d'elle-m^me dans k direction 
3e la résultante <jui est détruite par la résistance de ce 
boint fixe. On voit donc encore que la poulie fixe n» 
(lonne aucun avantage à la puissance sur la résistance , 
itaais qu'elle facilite l'action de cette puissance en lui per- 
nettant d'agir soug une direction quelconque. 

Problème. Trouver le rapport entre une puissarKe et 
}ine résistance en éijuilibre au moyen de la poulie mobile. 

i* étant la puissance et P le poids , il est évident que, 
lans le cas dp l'équilibre , P représente ce que, dans la 
wulie fixe, nous avons appelé la charge de l'axe, ou duFig.» 
Kntre de la poulie fixe, et qu'on a alors 

ne 

ED ' 



p -.Rc 



: EV, d'oii p = Px ■ 
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Si Ton désigne par C le demi-angle DOE ^ c'estr-i-> 
dire , Tangle POC entre les directions de la puissance 
et de la résistance , on aura cette proportion 

P" : p :: sin C : sin a C :: i : ^ cos c, 

d'où 

P îiî: a P cos t 

Ainsi, à la première condition d'équilibre dans la ponfo 
fixe , il faut ajouter la suivante pour la poulie mobile : 
ia puissance est au poids ^ comme le n^on de la poulie est à 
la sous-tendante de Varc embrassé par la corde , ce qui 
revient à cette relation : la puissance est au poid^^ comme 
l'unité est au double du cosinus de V angle entre les di^ 
rections de la puissance et de la résistance. 

Remarque 1. Au moyen de la poulie mobile , la puis- 
sance prend donc de l'avantage sur la résistance ou sur 
le poids , lorsque l'arc embrassé par )a corde , est 
plus grand que le sixième de la circonférence , car alors 
la sous-tendante DE est plus grande que le rayon. Si les 
directions de P et P, sont parallèles , la sous-tendante est 
double du rayon , et la puissance n'est que la moitié 
du poids qu'elle tient en équilibre : ainsi , dans ce cas , 
avec une force capable de soutenir immédiatement ua 
poids de 5o kilog. , on peut faire équilibre à un poids 
de loo kilog.. 

Remarque II. Lorsque les cordons sont parallèles et 
soumis Tun et l'autre à Faction d^unc puissance , ces 
deux puissances sont égales pour l'équilibre , et chacune 
Fig.ioS. d'elles est la moitié du poids : car ce système revient à 
/relui lie deux forces parallèles appliquées aux deux extré- 
mités du diamètre AB de la poulie, au centre de laquelle 
est attaché le poids : or , si ou décompose le poids P 



De Statique. i53 

m deux autres suspendus aux points A et B ^ on' aura tn 
A et B deux forces égales et contraires appliquées aux 
[leux extrémités de chacun des cordons AP^ et BP : donc 
ilors la tension . du cordon est la même dans toute soa 
étendue , et elle est due à l'une des forces P' ou à la. 
moitié du poids. 

Remarque III. Lorsque la poulie mobile est soutenue 
par deux puissances faisant entre elles un angle quelconque, 
la direction du poids divise cet angle également , et con- 
séquemment les deux puissances sont égales. 

Les combinaisons des poulies fixes et mobiles forment / 

différentes machines composées , connues sous les noms 
de movjfleSf palans, caliornes, etc. 

Problème. Soient une poulie fixe en A et un système 
de poulies mobiles 1,2, 3 , autour de chacune desquelles est 
enroulée une corde dont une des extrémités est fixée aux 
points B , C , D , tff Vautre est sollicitée par la puis-' 
sance P', ou attachée à la chape de la poulie précédente ; 
la poulie 3 porte un poids P suspendu à sa chape ; on pro- 
pose de trouver le rapport entre la puissance P' et le poids 
P en équilibre au moyen de cette machine. 

Nommons f, t'^ t^l les tensions des cordons jBi, Ca, D3;Fig'ïo^- 

tî , C' ^* les demi-angles entre les cordons enroulés autour 

des poulies I, i, 3; comme chacune des poulies doit être 

en équilibre , la poulie ji étant fixe , la tension t est me— 

surée par la puissance P' , et la direction de la thape de 

chacune des poulies mobiles , divisant également l'angle 

entre les directions prolongées du cordon qui Tembrasse , la 

tension est la même dans toute l'étendue de chacun àe& 

cordons enroulés. On aura donc ces relations démontrées 

précédemment. 

<'=2/cosC=2Fcos ff ;';?''= af'cosS^; P=a/"coso^, 
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desquelles on déduit 

P= 2? cos ff cos ff^ COS i^'.R. 

Donc 9 si le nombre des poulies mobiles était n , en 
aurait 

P = 2" P cos ff cos ff^ cos ff^. . . . . 
d'oii Ton tire 

PrzrP X 



2" COS C . cos Q' . cos Qfl , •. • 



Si Ton mène les cordes des arcs enveloppés par les 
cordons , et les rayons aux points de tangence , et si 
l'on désigne par c'^ c^^ d" ces cordes pour les poulies 
I , 2, 3, et par r^, r^ , r^'Mes rayons correspondans ^ 
on trouvera facilement que 

d'oii Ton déduit 

P'=Px — . — .— 

c"' cH c' 

Remarque, Pour donner à la puissance tout l'avantage 
rîg. 107. possible sur le poids à soutenir, on rendra parallèles les 

directions des cordons , parce qu^alors •, -••••• 

cos ff = cos C = cos £''.«• = I : en sorte que 

P 

P= — . 

2" 

Problême. Ayant un assemblage Je poulies Jixes A, 

Fig.108. B, C, tf/ de poulies mobiles a, b, c, toutes embrassées 

par la même corde dont une de ses extrémités est fixée 

à un arrêt S, et Vautre est sollicitée par une puissance V% 

si à la chape de chacune des poulies mobiles , est suspendit 
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m poids , i7 s* agit de trouver le rapport entre la puissance 
*t la somme de ces poids , sous la condition de Véquilibre^ 

Si, on désigne toujours par 2,Ç,\ zÇffj 2 9" les angles 
ormes par les directions prolongées des cordons qui 
mbrassent chaque poulie mobile , et qu'on observe que 
omme le système ne peut être en équilibre, sans qu'il 

ait séparément équilibre dans chaque poulie mobile 
[u'on peut considérer comme isolée , et embrassée 
lar une corde dont une des extrémités est attachée 
I un arrêt , tandis que l'autre peut être supposée 
irée par une puissance P , puisque la tension du cordon 
ist la même dans toute son étendue (Rem., pag. i5iy 
^ero. II et III , pag. iS^ et i53) , on aura ces relations 

Q' = a P' cos ffS Q" = jlP' cos ÇII^ Q"' ^a.P' cos S"y 

lesquelles on déduit 

P : Ç' + Ç^ + Çw .. 1 . 2(cos V + cos &f + cos S"). 

Si, comme il est facile de le faire , on rend tous les 
[Cordons parallèles , la relation précédente deviendra 

Q' + QU 4- Q>'> ■ 

-t ) pour un nombre n de poids , 

if _._ , 

•t enfin, dans le cas de l'égalité des poids, 

On trouverait encore, les cordons n'étant pas paral- 
Hes , ces relations , 



Ç' : 


: Q" : 


<?' 


: Q'" : 


Q": 


: Q"': 
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# 

:^/i^^x gf: ge x ml 
: XH X Gf- : GE X jr:/ 

Il est bien entendu que le poids de chacune des poulicf 
mobiles , est compris dans celui de la masse suspendue 
à sa chape. 
Fig.ioo ^"^ ^^* manières les plus commodes et les plus avan- 
110,111. tageuses de disposer les poulies, est d'en former ce qu'on 
appelle une moiiflc : on nomme ainsi un assemblage de 
plusieurs poulies disposées d'une manière quelconque 
sur une m^me chape. Nous conside'rerons le système de la 
fîg. 109, parce qu'il est le plus en usage. Dans la fig. ifo, 
le poids est suspendu à l'extrémité d'une corde fixée par 
l'autre extrémité' au point K de la chape des poulies 
Fig.igp. mobiles. La moufle supérieure est supposée fixée à un 
crochet ou arrêt immobile , et la moufle inférieure est 
mobile j et elle supporte un poids : les poulies de chaque 
moufle ont toutes même diamètre , et elles sont tra- 
versées par un axe autour duquel chaque moufle a la 
faculté de tourner. Un même cordon à l'extrémité duquel 
est appliquée une force P', embrasse toùr-à-tour les poulies 
fixes et mobiles , et son autre extrémité est attachée 
en F, 

Problême. Trouver le rapport entre une puissance et 
ime résistance en équilibre au moyen de la machine que nous 
menons de décrire. 

Puisque deux poulies correspondantes prises l'une dans 
la moufle fixe et l'autre dans la nioufle mobile , sont sépa- 
rément en équilibre, le cordon éprouve, dans toute son 
étendue, comme nous l'avons déjà dit, la même tensioQ qo^ 
ne peut être due qu'à la puissanq^: F', On peut donc 
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'Êgarder chacune des poulies de la moufle mobile , comme ï'ig^iog. 
îmbrassëe par un cordon dont l'unje des extrémités est 
ixe, et l'autre tirée par une puissance Pj et les deux 
)arties de ce cordon comme sensiblement parallèles; 
m sorte que comprenant dans le poids P, celui de la 
noufle mobile , et désignant par 772 le nombre des poulies de 
:ette moufle , on pourra supposer qu^à la chape de chacune 

P 

Telles, soit suspendu un poids ^ et on aura alors entre P'^ 

772 
P 

et la relation d'équilibre trouvée (pag. iSa) 9 savoir 

771 



7n 



en observant qu'ici cos ff = i ; et conséquemment pour 
l'équilibre total 

P . P 

m. z= zmP , d'où =P', 

77Ï n 

n étant le nombre des parties de cordon , lequel est double 
de celui des poulies mobiles. 

Mnsi^ pour l'équilibre, la puissance P' n'est que la n^\ 
partie du poids. 

Cette condition convient aux appareils iio et m. 

Si la corde qui transmet l'action de la puissance Q au 
poids P , est enroulée autour du cylindre horisontal d'un 
treuil, la machine formée de cette combinaison, est ap«* 
pelée chèvre f et elle est employée à élever des masses 
considérables , telles que des pièces de canon , etc. S^t 
Q la puissance qui , appliquée perpendiculairement à 
l'extrémité de la barre du treuil , fait équilibre au poids 
P suspendu à la chape de la moufle mobile ; on aura 
entre la puissance Q et la tension f de la corde enroulée 



autour da cylindre , 
cèdent , était duc à 



tension q 

P , cette 



e = - 



il , dans le problème yti- I 
relation (pag. i 



en désignant par r et ii l 
lance du point d'application 
or , d'aprKs ce que nous 



ayon du cylindre 

= q à i'axe de ce cyUndre 

ions de trouver. 



i pour l'écjuiliire de la chèvre, la puissance tit 
s , comme le rayon du treuil , est à autant de 
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la poulie remonte de son diamètre ^o, ou pour qnt 
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LKMGI 


= lK'Ifr,T, 




férences égale 


KMG, K'NG' sont des moitiés de circon 
, donc 




LK + GI 


= LK' + GT, 





LK — LK' r= G'I' ~GI= GI' ~ GI — GG', 

à cause de LK — LK' = GG' = a, on trouve 

2a ^ II'. 
n conclura do là que, dans un assemblage de tleus p 
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ur 40, 
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P :P :: 4 

conclusion qu'on peut généralLser, Or , les vitesses f et v' 
étant trés-petiles , ce qui arrive si l'on suppose une lé- 
jgère perturbation d'équilibre, v, v' sont des vilcsses vir~ 
taellei , suivant les directions du poids et de ta puir-sance , 

1 a une égaillé entre les prodoits des forces par ces 
rîtesses. Si dans celte égalité on fait tout pa&ser dans le 

lier membre , on voit que dans la somme égalée à 
zéto des produits des forces par les vitesses virtuelles sui— 
Vaut ces forces , il faut prendre avec le signe — le produit 

,a vitesse en sens contraire de l'action de la force. 

:élèbre Lagrange a tiré de la poulie mouHée, une 
démonstration du principe des -vitesses virtuelles , dont nous 
déduirons bicntàl les condilion'i d'équilibre des machines. 

PitOBLÉniE. Trouver les conditions d'équilibre dans Vas- 
emhlage des deux moufles jormêes de poulies mobilA a , 
J», c, et de pouliesjixes A, B, C. 
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Pig.iiS, En imaginant le poids de la moufle mobile , ajout<f ait 
poids P à tenir en équilibre , et en désignant par n le 
tlombre des poulies de la moufle mobile , si d'ailleurs le» 
cordons sont parallèles , on a cette relation 

^■=-!-. 

pour le cas ou Textrémité de la corde est attachée à la 
moufle fixe : et 

271 -f- I 

Fij:;.ii3, si Fextrémité de la corde est fixée à la moufle mobile. 
,En effet, on peut supposer le cordon qui va de la poulie 
f à la poulie D , fixement attaché à la traverse qui 
porte les poulies fixes , et le cordon DN parallèle à 
la direction des autres , tirée par une puissance P' dont 
Teffet est de soulever la traverse des poulies fixes : alors 
on aura 2nP' + P'=P, d'où l'on déduit la relation 
posée ci-dessus. Il y a donc plus d'avantage dans cette 
dernière disposition. 



Des Roues dentées. 

La roue dentée est trop connue pour qu'il soit néces- 

Raire d'en faire la description. 
rîg.114, Les figures (114» ii5, 116, 117, 118) présentent le* 
117118.' "^^^^^^s ^^ deux espèces d'engrenage très-usitées : dans 

les trois premières, la petite roue dentée, qui est au centre 

de chaque grande rnue, se nomme ^/^no/i, et les dents 

de ces pignons se nomment ailes. 

Dans la figure 117, les dents de la grande rouf^ sont 
perpendiculaires à son plan ; ce qui tient lieu de pignon ^ 
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«t qu'on appelle lanterne j est un assemblage. de plusieurs 
hêtres €fVL^on nomme Juseaâx j plantées dans les circonfë-* 
renccs de deux plaques circulaires parallèles : cette ma- 
chine fournit un moyen de produire un mouvement de 
rotation perpendiculaire au plan de la grande roue, dans 
lequel la puissance e^t censée agir. 

La figure ii8 présente le modèle d'un engrenage au 
moyen duquel on produit un mouvement de rotation dans 
un plan oblique à celui de la grande roue à laquelle est 
appliquée la puissance. Toutes ces dispositions d'engre- 
nage 9 sont susceptibles d'une infinité de combinaisons , et 
ces recherches ne sont pas sans intérêt. 

L'analogie qai existe entre le tour et les roues dentées 
est facile à saisir : on voit que la grande roue, tangen^ 
tiellement à laquelle agit la puissance , fait l'office de 
celle dont le plan est perpendiculaire à l'axe du cy- 
lindre , que le pignon tient lieu de ce cylindre , que les 
dents ne sont qu'un nif^yen de transmission de l'action 
de la puissance à la résistance , transmission qui se fait 
par d'autres roues et pignons qui donnent de l'avantage 
à la puissance sur la résistance. 

Problême. Troui^er le rapport entre une puissance et 
une résistance en équilibre au moyen de deux roues dentées 
et de deux pignons à ailes. 

Soient P la puissance qui agit tangentiellement à la 
grande roue, A, R'^R'^ les rayons des grandes roues, 
r^r^^r^f ceux des pignons dont deux C et C'oni des ailes fig,, 15, 
ou dents , tandis que le troisième est un cylindre faisant 
aussi corps avec la roue , et autour duquel s'enroule unfî 
corde à laquelle est suspendu un poids P. L'effet de P 
est de presser une aile du premier pignon contre la dent 

II 



1 



\ 
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de la seconde roue en contact en a : la réaction de cette 
dent est coihparable à une force p agissant de a en ;^ , 
en sorte qu'il y a équilibre entre les forces R et p qu) 
agissent perpendiculairement aux extrémités du levier 
coudé FCa , dont le point d'appui est au centre C : en 
a donc 9 i^ (pag* n^) 

P.R=p.r: 

mais l'effort en a de la dent du pignon contre celle 
de la rque , est une force t égale et directeipent contraire 
^ p f dont l'action se fait sentir en a' , en pressant une 
aile du second pignon O contre la dent en contact en 
a'f et la réaction de cette d^nt contre l'aile , est repré* 
sentée par une force v' : en sorte que ces deux forces v 
et 9r' agissent dans le n^ême sens et perpendiculairement 
aux extrémités du levier coudé aOa' : on a donc , sl^, 

mais la pression de la dent du second pignon contre celle 
de la roue , en a^ , pression que nous représenterons 
par p' = »' , et le poids P doivent se faire équilibre aux 
deux extrémités a\ a^l du levier coudé afO'a^f : on a 
donc , 3®. 

fRt = Prif: 

Ces trois relations qui expriment des équilibres par- 
tiels, ^luUipliées membre à membre | donnent, en ob- 
servant que ^=:;7, »'=:^', 

F.RRm=P.r.rf.rO^ 
de laquelle on déduit 



F=P. 



R ' R' ' Rf 
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Donc, pour ViquiUbrt^ la puissance est à la résistance^ 
comme U produit des rayons des pignons , est à celui des 
wwyans des roues. 

On voit donc que la puissance prend , dans le , cai 
d'cqpilibfe^ un gr^nd Siy^nt^gc wr Ja ré^î^wfi. 

Remarque. Supposons que le premier pignon dont le 
çffPtreust Çf 9it hiJiU ^îlfi^f et que la «eçonde roue dont 
)e çeptr^ est C% ait trent^-deui^ dents. Lorsque ce pre- 
mier pigPPf^dUr^ f^it u» toitr) U seconde roue n^aura (ail 
qu'un quar| de tour c ain^i le premier pignon fera quatre 
tQurs quai|d 1^ secpndft roue n'en fera qp^x^* P>^ V^î^ donc 
que la noin}>re de tours du pr^ ipi^ier pignop, est au nom^ii^ 
de toar; 4<^ la seconde rP^i^ 9 d^ins le ménit \^msj dap^ 
h f*»ppPrt inyerse des nombres dps ^ileç et d^$ di^Pts» 
Désignant par k le nombre des tours du premier pignon , 
par n U nombre de ses ailes , par JlL le nombre des tours 
de la roue qui engrène avec ce j^ignon , lequel sera le 
même que celui des tours de son pignon , et par N U 
nombre de ses dents, on aura 

k:K:: N ;n, é'oh kn = KN, 
g^reillement 

i'n' = AT'iV' , k"nff zzzKŒ^ ; 

'n', A'; 71*^, y ;'N\ K^ \ iV^, K'f désignant les nombres de$ 
diles çl d^ tours des pignons , des d^nts et des tours de^ 
roues : la multiplication 4^ ççs égalités donne , ei) ob- 
servant que i' = /5!^ , A'î' =F ^% 

d'où on conclut , en général , que le nomhre de tours que 
Jait le premier pignon ou /a première roue , est au nomhre 
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de tours que fait ^ dans le mime iemSf la dernière roue 
ou le dernier pignon qui porte le poids , eomme le produit 
des nombres des dents de toutes les roues ^ est à celui des* 
ailes de tous les pignons. 

Appliquons ce que nous venons de dire , i la solution 
de la question suivante. 

On demande quels doivent être les nombres de dents 
de trois roues et des ailes de trois pignons f pour que le 
dernier pignon Jaisant un tour en douze heures j la pre^ 
mière roue Jasse un tour en un an? 

L'année étant de 365 j. 5 h. 4^' 49^9 ou à «peu-près 
de 365 j. 5 h. 49' qui valent 525949^9 et les 12 h. faisant 
720', il faut que, pendant un tQur de la première roue ^ 
le dernier pignon fasse un nombre de tours , exprimé par 

le rapport ". qui est celui d'une année à la h. : on 

aura donc r= ^s-^^ K^=sij et la relation (i) 

720 

donnera 

5^5949 N.N'.Nf 

720 n»n\n'* 

Si l'on prend arbitrairement u = 7, 7i' = 8, on trouvera 

N.N'.m 5^5949 ,, . ^ ^ ,,„ 368i643.li» 
^-^, d'oiiiV^.i\r.iV^ = • 



7.8./1" 720 90 

et comme le produit N.N\ N^ doit être un nombre 
entier , il faut pour n^ prendre 90 , ou un multiple de 
90 : l'un des pignons aurait donc au moins 90 ailes , 

nombre trop grand. Que l'on réduise la fraction =— 2. 

en fraction continue , et on sera conduit ( Alg. , sect. II) 
à ces fractions principales convergentes 
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I ySo i46i 22645 24106 167281 ^25249 . 

— j — j } — Q } -20 } 9 } 

01 2 01 oo 229 720 

maïs aucune de ces fractions, non plus que les fractions 
intermédiaires , n'ayant le dénominateur décomposable 
en trois facteurs , ainsi que l'exige la question , nous 

nous adi'esserons à la fraction sur laquelle nous 

90 ^. 

opérerons de la même manière , et nous trouverons pour 

fractions convergentes 

I 40907 245443 28635o 3681643 
— --, ^ , « , 



7 90 

si Ton fait n^' = 7 dénominateur de la troisième fraction , 
on aura 

JV.iV'.i^'/= 28635o== 50.69.83. 

On peut donc pren'lre et disposer h volonté trois roues de 
Soy 69 et 83 dents, et trois pignons de 7, 7 et 8 ailes. 
Pour vérifier cette solution , on observera que la fraction 

N.N'.N" 28635o" 28635o 
n.nf .n'f 7*7*^ ^9^ ' 

représentant le nombre des tours que fait le dernier pi- 
gnon pendant un an, en raison d'un tour en 12 heures, 
on aura pour la durée d'une révolution de la première 
roue, 365 j. 5 h. 48' 58^ f|, au lieu de 365 j. 5 h. 49% ce 
qui est uiie 4if^érence très-petite. 

Voyez sur la meilleure figure qu'on peut donner aux 
dents des roues d'une machine, le livre 10™*'. de la 
Statique de M, Camus , de VAcaiimie Royale des Sciences» 
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Du Cric. 



Vnù^È âpplicatibiM lés {>lns siMples qti'ôft ik tkittè 
du toônt des engrétiageà , est la machine nommée cric^ 
qui sert â soulever ^ au moyen de la force d'un seul 
homme , de^ fa^deatiit considérables. 

Fig.iiQ. Le me est composé d'une barre ié fér , dentée d*iin 
côté, et ^2 n'est mobile qiic dans le sens de sa lon- 
gueur : les dentS Je la barre, engrènent avec celles d'un 
pignon qu'une puissance fait tourner an moyen d'une 
inanîvènc. { 

La Hgure n*^. i présente l'élévation extérieure d'un 
cric, ou l'on voit la manivelle et V encUquetage dont l'utilité 
eét d'empêcher la manivelle de tourner en ieûs con-i^ 
traire , lorsque la force n'étant plus appliquée à lâi m»«' 
nivelle, le fardeau porte toujours sur la barre de fer. 
La pièce m s'appelle cliquet. Les n***. 2 et 3 font voir 
les deux espèces de mécanismes intérieurs. Dans le pre^ 
mier, c'est un seul pignon placé dans l'axe de la ma- 
nivelle , ^ui s'engrène dani les dents de la héttu tCf- 
ticale. Dans le second , et pour augmenter la ftffce dli 
cric , le pignon mis en mouvement par la( ittatiiVéllé ^ 
s'engrène dans une roue dentée portant elle-même uri 
second pignon qui s'engt^tici dïkits les dents de lu battre 
verticale. 

Problème. Trowet le tapport entre une ptdssoRce éi 

une résistance en équilibre au moyen du cric. 

Dans la machine n*^. 2, on peut considérer la réaction 



DE Statique. léj 

in fardeau P h, soulever , dans lequel oh comprendra 
le poids de la barre , comme un poids P suspendu 
à Textrémité de Paile dû pignon eh contact avec la dent 
de la barre , de sorte quMI doit y avoir équilibre entre ce 
poids agissant perpendiculairement à Textrémité du rayon 
du pignon , et la puissance P" réagissant tangehtiëllement 
à la circonférence décrite par sbti point d'application. Cette 
machine revient donc au tour; en sorte ^ue (pag. 147) 
la puissance est à la résistance , comme le rayon du 
pignon est au rayon de la manivelle. Comme dans le h®. 3 y 
l'actioA de là puissance se transmet au point de contact 
de Faile du second pignon et de la dent de là barre , par 
Fintermédiaire de deux roues et de deux pighons , en 
regardant le cercle que dt|pt la manivelle comme une 
roue portant un pignon ; on a cette condition d'équi- 
libre :' la puissance est à la résistance comme le produit 
des répons des pignons ^ est à celui de la roué dentée par 

A f 

b rayon de la manivelle» 

De la Vis. 



Nous donnerons de cette machine deux générations 
dont chacune nous fournira la relation qui doit exister, 
pour Téquilibre, entre la puissance et la résistance. 

Première génération. Considérons d'abord un cylindre 
droit , à base circulaire n®. 3 (pi. 10), base dont le diamètre fîg i^^o» 
soit BB'y et développons sa surface sur un plan , n®. 6 
(pi. •)); ce développement sera le rectangle BEMCàont la 
hase BE est égale en longueur à la circonférence du cercle 
<jui sert de base au cylindre. Divisons les côtés égaux 
et parallèles BC ^ EM en parties égales BR ^ RQ y 
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QS. . • • EG y GHy HI. . • • , et menons les droites £6,' 
jR/f , QI. . . . qui seront parallèles. Si l'on replie le 
rectangle BEMC sur la surface du cylindre ^ de manière 
que sa base BE forme la circonférence dont BB' , n". 3 
(pi. lo) , est le diamètre , la droite BG se repliera suivant 
la courbe BbR , la droite RH suivant la courbe BrQ , et 
ainsi de suite , et toutes ces courbes contigues en il ^ 
Q 9 etc. , formeront sur la surface cylindrique i^ne courbe 
continue BbRrQg, • • • qu'on nomme spire ou hélice. 

Il résulte de cette génération de la courbe^ que les 
intervalles comptés sur une arête du cylindre entre les 
points p et/;', p' et/;" etc. de l'hélice n®. 3^ sont toujours 
égaux. Cette distance constante entre deux intersections 
de l'hélice par la même arêteopie nomme pas de VhéUce, 

Si l'on conçoit qu'un triante isocèle RBK j n^.S, 
dont le côté BR est la hauteur du pas de l'hélice , tourne 
autour de l'axe vertical du cylindre , de manière que les 
points B et R soient constamment sui; l'hélice qui ser- 
vira de directrice,, en sorte que le point 5 parcourant 
BbR ^ le point il se meuve suivant RrQ ^ le plan de ce 
triangle passant toujours par l'axe , engendrera sur la sur- 
face cylindrique uti filet saillant, n*. 5 (pi. lo) : tous les 
points de ce plan décriront des hélices qui seront autant 
d^élémens linéaires du filet, hélices qu'on pourra considé- 
rer comme décrites sur des cylindres de même axe , maïs 
de rayons différeris. Toutes ces hélices ont le même pas 
qu'on nomme pas de vis. 

Si le filet est engendré par un parallélogramme , il 
est dit Jllet carré , n°. 4» 

L'écrou est une pièce de bois ou de métal , creusée 
intérieurement pour donner passage à la vis ; cet écrou 
est le moule de la vis ', c'est-à-dire qu'il est en creux 
ce que celle-ci est en relief. Si l'axe de la vis csi 
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vertical , et qu^oii tourne Fécrou horisontalencent au 
moyen d'une barre qui fait corps avec lui , cet ëcrou 
s^enfoncera , ou il descendra à chaque tour d'une quantité 
égale à la hauteur du pas de vis. L'ëcrou est mobile et 
la vis est fixe , lorsque Tëcrou est chargé d'un poids , 
ou lorsqu'il comprime un^ corps, n". 7 (pi. 9) , ou tfice 
yersâ , lorsque la vis doit presser , comme on le voit , 
n^. 8 (pi. 10), et alors la puissance agit à l'extrémité d'une 
barre qui traverse la tête de la vis. 

Seconde génération. Soient, n*». i(pl.io), les deux cercles 
concentriques COOQ , BO'B'Q' représentant le plan 
ou la projection horisontale de la vis ; imaginons qu^un 
des ^points du cercle extérieur , le point C , par exemple , 
86 meuve sur la surface cylindrique à laquelle ce cercle 
sert de base , de manière que si, lorsqu'il est revenu per- 
pendiculairement au-dessus de sa première position Cf 
la hauteur perpendiculaire à laquelle il s'est élevé est h , 

<NB ait pour la hauteur à laquelle il se trouve , 

lorsque sa projection horisontale aura parcouru la t»*"*. 
parUe de la circonférence COC'Q. La courbe que décrit 
ainsi le point C sur la surface cylindrique , se nomme une 
hélice^ qu'on voit n®. 2. 

Prenons ensuite sur le cercle intérieur BO'B'Q'^ vCti 
point dont la distance à un des points de l'hélice pré-- 
cédente , mesurée parallèlement a l'axe de la surface 
cylindrique ^ et dans un plan passant par cet axe , c'est- 
à-dire , sur l'arête correspondante de la surface cylin- 
drique qui a pour base BO'B'Q'^ soit égale à j A ; ce 
point sera B' ; faisons décrire à ce point une hélice , 
n*. 3, telle aussi qu'après une révolution dû point gé- 
nérateur J2% ce point soit élevé de la quantité h au- 
dessus de sa position de départ, U est évident que les 
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deux points C et B^ continueront ainsi k décrire des hé^ 
lices , chacun sur la surface cylindrique à laquelle; il 
appartient : la distance d^un point quelconque d'iiné de 
ces courbes , au point Correspondant de Faiitre ^ mesurée 
parallèlement à Taie , sera toujours = \ h. 

Le cylindre qui a pour base le cercle intérieur, forme 
ce qu^on appelle le corps de la vis, La surface courbe qui 
joint les hélices du corps de la vis avec les hélices éxtc- 
ricures, est telle que ses élémens pris dans la coupe pr 
Taxe , sont des lignes droites qui , dans le n*. 5, forment 
les parties triangulaires qu^on voit saillantes : le solide 
renfermé entre cette surface et le corps de la vis , pris 
dans Tespace d*nne révolution entière, s*aifp^\\tJUet Ji 
la vis : ainsi, les parties visibles n*. 5, représentent des 
demi-filets : la distance A , ou le chentin que fait le 
point générateur parallèlement à Taxe pefidant use 
révolution , s^appellc pas de la vis , ou hauteur du pês 
de la vis. 

Le n*. 4 représente une vis à filets çuarrcs : sa géné- 
ration doit se comprendre aisément après ce que nous 
venons de dire : le profil de la saillie des filets est an 
parallélogramme , et la hauteur du pas de la vis est 
égale à l'épaisseur des filets , plus le vide entre un 
filet et le suivant ; car c'est le chemin que fait paral- 
lèlement à l'axe, le' point générateur pendant une révolu- 
tion entière. 

Problème. Tromper le rapport entré une puissance et 
vne résistance en équilibre aii moyen de là vis, en pdrtà^ 
ile la première génération. 

Dans le cas de l'écrou mobile , on pourra consi- 
dérer le poids de Técroù et de la charge qui repose ««' 
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la iéte de cet écrou , comme composé d^auUnt éé jpètiti 
péids p^ p% p^f .*•• qn'il y a de points de contact entre 
la vis et récrou , et chacun de cefi petits poids cotntn^ 
retenu sëparcment en équilibre sur Id portiriti dé la sur- 
face de la vis en contact , pnr de petites forces ho- 
risontales/, /%y^..-. qoi leur feraient irtiiriédiàtement 
appliquées. Puisque, dans le développéttlcnl dd cylindre, 
tine hélice quelconque est une s»uite de lignes droites 
parallèles ,' il est clair que la propriété caractéristique de 
cette hélice , est d*étre partout également ioclinée dans le 
même sens, aux génératrices successives qu'elle coupe sur 
la surface du cylindre ; donc, Taxe du cylindre étant 
vertical , cette hélice est partout égalcrtient inclinée à 
rhôrlsoii i et utt pfÀài p «itoé tti m ibr cette hélice , le- 
quel peut ét^e considéré cotùmé ^Hué strr la tangente 
i, Ffaélice éH ce poiilt , est daris le th^fné dâ^ que s'il re- 
^Mài 6ti m' sùf iiii plânl îhcliné, ti*. 6 ({{|. 9), dont la hase 
tsxRG et là hauteur est 6H, c'est -à-dîf&, le pas de vis. 

Si donc on suppose que le point m' soit pressé sur 
rnélice par une force verticale p , et soit retenu en même 
télHs ^ar iirïc force horisontale J , laquelle agit tangen- 
tiellement à la surface du cylindre , sur laquelle Fhélice 
est tracée , on aura entre p et y, cette relation pour 
« réqailibre ( pag; i25 et 126 ) 

fip :: Gfi :RG :: h : ^^r. ,..(*), 

en nommant h la hauteur du pas de via ^ r le rayon 
du cylindre , et s^ le rapport de la circonférence iu dia- 
rtitxt. , 

Imaginons par le point m , n®. 3 (pi.. 10) , Thorisontale 
mo qui rencontre en o Taxe vertical et fixe du cylindre ; 
à la force horisontale / et tangèntîelle« au cyliudre ^ 
affpUquée en m , on pent substituer une autre force 
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horîsontale et parallèle ç appliquée à une distance de 9 
sûr la ligne om suffisamment prolongée , égale k la 
distance à Taxe du même cylindre ^ dn point d^appli* 
cation de la force P' qui agit perpendiculairement à 
r extrémité de la barre horisontale dont la direction passe 
par Taxe. Cette force q sera capable du même efTet que 
/, si on établit entre ^ et y la relation 

R représentant la distance du point d'application de q on 
de P' à l'axe du cylindre. Si l'on multipÛe par ordre les 
proportions (a) et (p) , on aura 

Or r, qui est le rayon du cylindl^ sur lequel est tracée 
rhéllce , n'entrant plus dans cette proportion , on aura 
toujours le même rapport entre la .puissance q et la force 
Pj quel que soit le cylindre. Si on suppose aussi les forces 
y,/", etc., qui font équilibre au poids ^, /i^....» 
remplacées par d'autres forces horisontales q\ ^^...•» 
qui agissent toutes ainsi que la force ^ à la distance it 
de l'axe fixe, on aura ces relations particulières d'éqoi- 
libre 



g".p': 


: h : 2»jR... 


(a) 


q'-.p": 


: h : 2»jî... 


(3) 


v'": p"': 


: h : 2«rjR... 


(4) 



etc. 
de ces proportions (i) , (2) , (3) , (4) ? etc. , on déduit 

(^) Ici nous avons composé, par voie de somme, les forc^ 
q , q\ q\ ,,, ^ ce qu'il n'est permis de foire qu'à Tégard àf» fore» 
paraUèIes,oa qui agissent tangenticllement à une circonférence (pag. n4' 
1 1 5 ) ') or , c'est à ce dernier cas qu'on peut les ramier. £)n efifct f qo o> 
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Donc y pour VéquUihre de la vis , la puissamee çui tend à 
faire tourner VfçroUf est à la rèHstance qui le presse dans ' 
le sens de Va^ t comir^p la hauteur du pas d^ vis , est à la 
circonférence qu^ tend à décrire la puissance, 

La puisssancc a rlonc d'autant plus davantage sor la 
résistance , que cette puissance agit à une plus grande 
distance de Taxe, et que le pas de la vis est plijs petit : 
ainsi f eji supposant le pas dune ligne, et la distjinco 
de la puissance à Taxe d^]n pied , la puissance , abs^ 
traction faite du frottement , ne serait que la 906*. partis 
de la résistance. 

On verra bientôt comment ^ de la seconde géniratîop , 
on peut déduire la relation dVquilibrc entre une puii^ 
^ance et une résistance , au moyen de la vis« 



De la Vis sans fin. 

On emploie quelquefois la vis sans écrou , au* moyeB 
<^'un mécanisme qui , dans les diverses modifications < 
Fig.i2i« qu'on peut lui faire subir, revient toujours au fonds à 
celui de la figure 121. Les Ciets d'une vis immobile dans 
le sens de son axe , mais qui a la liberté de tourner 
perpendiculairement à cet axe , s'engrènent dUn^ ^^ 
dents d'une roue placée au - dessous , et qui ne peint 
avoir d'autre mouvement que celui de rotation au- 
tour de son centre. Cette roue porte un pignon propre 
à faire mouvoir une autre roue , ou un cylindre autouf 
d'iqucl s'enroule une corde à laquelle e^t suspendu l* 
poids à tenir en équilibre. 

La vis ainsi employée, s'appelle w jû/îj^/i , ou r^isi^Af' 
ehiTnède\ les dents de la roue doivent ^trc espacées relative- 
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ment à la hauCeur du pas de vis , de manière à s^engrener 

•. avec justesse dans les filets, et les faces de ces dents qni se 

trouvent dans 1^ sens de Tépaisseur de la roue , doivent 

- être inclinées pour être à-peu-près parallèles à Parc d^hélice 
avei: lequel elles se trpuvent en contact lors de Tengre- 
nage. 

Dans quelques instrumens de mathématiques, d^astro— 
Viomie ou de physique , on a de pareilles vis destinées à 
faire faire de très-petits mouvemens à des cercles ou à dec 
_ secteurs de cercle ; on les nomme alors vis tangentes. 

On se sert encorç très-souvent de la vis çpmipe miçro» 
fiiiire , ou ipstrurnept propre à évaluer de tfès-peûtes 
mesures. La tête de la vis porte un indeap dopt IVxlré- Fig.i22. 
mité décrit un cercle pendant que la vis fait une révo- ' 
lution : le cercle est divisé en parties égales, et chacune 
de ces parties indique uiie partie proportionnelle de la 
hauteur du pas Ûe la vis : ainsi cette hav|teur étant = 4 
de ligne, et le cercle étant divisé en nS parties égales, 
lorsque Pîndex aura parcourt^ une division , Técrou et 
•--^les corps qui lui sont attachés , auront marché de -— 
°^ 4e ligne , longueur qui sera ainsi rendue sensible , et 
- q[u'autrement on ne pourrait évaluçr directement. La 
vis s^emploie aussi pour faire avec justesse , mais sans 
'. les mesurer, des mouvemens qu'on ferait trop forts ou 
trop faibles , en appliquant immédiatement la main sur 
le corps à mouvoir. 

Problème. Trouve^ h rapport entre une puissance et 
■ mne résistar^ce en éqy^ilibre au moyçn de la vis sans fin, 

— P' représenta,nt toujours la puissance appliquée à laFig.121. 
^ manivelle qui met la vis en jeu , h le pas de la vis , 

:^ R h longueur du bras de levier à l'exuémlté duquel 
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agit perpendiculairement la puissance P^, r le rayon 
de la roue , r* celui du pignon ou du cylindre qui 
y est adapté , et P la résistance , Teffort produit à Tex^ 
trémité du rayon de la roue et au point en contact, 

sera (p^g* ly^)': considérant cet effort comme 

une puissance appliquée à Textrémité de r , et faisant 
équilibre au poids P, on aura (pag. 162) 

— ^ = Fr' , d'oà P' \P\\ r'h : a»rB. 

Ainsi , la puissance est à la résistance^ comme le produit 
du pas de la vis par le rayon du pignon , est au produit de 
la circonférence qui a pour rayon la distance au point d^ap- 
plication de la puissance à l'axe de la vis , par le rayon 
de la roue, 

£n supposant un plus grand nombre de roues et de 
pignons , on trouverait fort aisément que la puissance serait 
à Veffort produit à Vextrémité du rayon du dernier pignon^ 
comme le produit du pas de vis par celui des rayons de 
tous les pignons , est au produit de la circonférence que h 
puissance tend à décrire autour de Vaxe de la vis^ par celui 
des rayons de toutes les roUes. ^ 

Du Coin. 

Le coin est un prisme triangulaire dont une des faces, 
Fig.123. qu'on appelle la tête du coin , est ordinairement plus étroite 
que chacune des autres : deux de celles-ci MNRQ^ PORQ 
forment , par leur rencontre , une arête QR qui est le 
tranchant du coin; c'est par cette arête que k coin pénètre 
dans les corps qu'on veut diviser. 



I 
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On volt celtfr machine employée k «ne inlïnité d'ou- 
pous une infinité de formes différenles. Les outils 
kranchans et instrumens pointus , tels que le coin à fendre ' 
bois , les couteaux, haches , doux , pieux, pilotis, etc., 
rapportent il cette machine, 
La théorie du coin considérée relativement à la nature 
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Problème, assigner, dans Je cas d'équilibre, le rap~ 
part entre l'effort normal à la tcle du coin , et les résis- 
es qu'il éprouve perpendiculairement à ses Jat^ en 
contact. 



, m conlact pjr 

; qu'il tend à di 



; de SCS faces avecFlg.ia4i 
celles du corps qu'il tend à diviser, et qui oppose à cet 
effort une résistance sur la cause de laquelle nous ne fe- 
rons aucune hypothèse particulière; nous supposerons, 
pour plup de facilité , le coin divisé par un plan passant 
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par la direction de la force P' normale \ là tétè, et 
de plus perpendiculaire aux arêtes MN y PO. Sfoit Al^ 
la coupe du coin : si par les points de contact c ^ c\ oïl 
mène les perpendiculaires cK ^ c'K'^ aux côtés AB^ AC 
du coin , ces perpendiculaires représenteront les direc- 
tions des efforts qu^opposent à l'action du cohi , les 
parties du corps Q à diviser. Si Ton désigne cts résis- 
tances par r et r', et qu'on prolonge Kc^ JtV jusqu'en 
/, et que de / on mène la perpendiculaire ID sur CBj 
on aura xrette suite de rapports 

P' : r : r' :: sin KIK' : sin K'JD : sin KID: 

,mais parce que les angles CAD ^ ACB ^ ABC sàrii siip- 
plémens de KIK' , K' II), KID, on aura 

P' irxr' \\ûnCAB:smACB:smABC::CB:ABlAC, 

d'où l'on tire 

p/ \r+r' :: CB \AB + AC. 

On conclut de là que la puissance est à la somme des 
résistances , comme la base du triangle est à la somme des 
deux autres côtés. 

Voyez r Architecture hydraulique de M. Prony , membre 
de Vlnstitut national. 

'BPtoRÊME XXXVII. Deux forces non situées dans le 
même plan , ne peuvent avoir une résultante. 

Cette proposition a déjà été démontrée (pag. 64)» niais 
en supposant un point et un axe fixes ; nous allons dégager 
la démonstration de ces hypothèses. 

Il est clair que si les deux forces en question admettent 
une résultante , elle ^ ne peut agir que sur l'un des points 
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de la droite qui joint les points d'application des deux 
composantes. I 

I**. La résultante R de P' et P//, ne peut être dans le 
plan qui contient l'unedes forces et la droite qui joint Fig.iaS. 
les points d^application A ci B ; car si Ton suppose la ^ 

résultante R dans le plan de P' et de j4B^ la force R' égale 
et dîi'ectement opposée à R^ composée avec P% devra 
donner une résultante jR" qui soit détruite par P^/, ce qui 
est impossible , puisque ces deux forces ne sont pas dans 
un même plan. 

i®. La résultante jR ne peut être dans un plan quel- 
conque MNKI mené farAB^ et que nous supposerons Fig. 126. 
au-dessus du plan de la planche qui contient P' et j4B , 
en sorte que P^/ soit entre ce dernier plan et MNKI, Car 
soient AR^ et AR'f les intersections des plans ABP' , , 
MNKI par un plan transversal mené par PH : décompo- 
sons P^ ^n deux forces suivant AR' et AW , la résul- 
tante il supposée de P' et P'' sera celle de R^f^ JR' et P^, 
Si l'on compose R' et P', forces situées dans un même 
- plan qui est celui de la planche , et si R"' est leur résul- 
tante , la force jR sera celle de jR'" et R" ; mais ces deux 
dernières forces ne sont pas dans un même plan ; d'ailleurs 
R est dans le plan de R^l et de AB. Donc la résultante de 
deux forces appliquées aux deux extrémités d'une droite, 
serait dans le plan de l'une de ces forces et du levier , 
ce qui est contre la première partie de la démonstration. 
3®. Supposons le plan MNKI de la résultante, au-dessous 
du plan de la planche , et la force P// au-dessus ; alors les 
intersections du plan mené par P" avec le plan de la 
planche, qui contient toujours P' et AB ^ et le prolonge- 
ment de MNKI au-dessus de ce dernier plan , seront 
AR' et Ar*^^ en sorte que la force P" restant toujours 
entre AR' et ^r", pourra être décomposée suivant ces 
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direclîons : la résultante de R' et P' sera toujours R^ dam ' 
le plan P^AB^ et R devra être celle de jR'" et r^ : ainsi fi 
serait toujours dans le plan de l'une des composantes r" et 
du bras de levier , ce qui est impossible. 

4". On peut encore supposer le plan de la résultante 
au-dessus du plan de la planche , mais entre ce plan et 
la direction de la force P". Alors, en menant par pf 
un plan transversal , il faudra prendre Tintersection de 
ce plan avec le prolongement de celui de la planche ou 
de P'AB^ et celle du même plan avec celui de la ré- 
sultante , afin que la direction de P^ reste toujours entre 
celles des lignes suivant lesquelles doivent être dirigées les 
composantes de P'. 

CorolL Ainsi , l'équilibre entre deux forces , au 
moyen d'un machine qui n'offre qu'un point ou un axe 
fixe, ne peut s^établir, à moins que les deux forces ne 
soient dans un même plan, ou qu'elles ne puissent être 
remplacées par deux forces situées dans un même plan. 
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CHAPITRE VIII. 

Détermination de VEquilibre des Machines 
simples , par le principe des vitesses vir- 
tuelles. 

Je dois à l'amitié de l'auteur de VHistoîre des Ma-^ 
thématiques^ M. Charles Bossut ^ Membre de V Institut ^ 
l'écrit suivant qu'il a bien voulu me permettre de con- 
signer ici. 

Le principe des vitesses virtuelles dont quelques au- 
teurs prétendent que le germe se trouve dans les écrits 
de Galiléa, , n'a commencé à être employé avec succès , 
que depuis la notion claire et distincte que Jean Bemoulli 
en a donnée dans une lettre écrite en 17 17 à Varignon , 
et rapportée par ce dernier dans sa Mécanique (tom. II , 
sect. IX, pag. 174)' Varignon présente ce principe comme 
un corollaire de celui de la composition et décomposl>i 
tion des for-ces ; de sorte qu'ayant établi l'équilibre des 
machines simples par le second moyen , il conclut cn^ 
suite que le principe des vitesses . virtuelles a également 
Heu dans chaque cas particulier d'équilibre : il est entré 
à ce sujet dans plusieurs détails qui sont néanmoins im-* 
complets et insuffisans à certains égards. 

M. Lagrange. dans son Traité de Mécanique analytique ^ 
publié en 1787, et dont il prépare une nouvelle édi- 
tion , considère le principe des vitesses virtuelles 
-Comme une loi primordiale de la mécanique , et il en 
fait la base de formules générales, d'où résulte la solu- 
iion dç toijs lesj problèmes de Statique ou de l'équilibre 



/ 



1 



fSa Leçons 

des forces. Ce même principe combiné avec celui 
(le Jacques BernouUi et de d^Alembert ^ donne aussi la 
solution de tous les problèmes de la communication 
des mouvemens , puisque d'Alembert a fait voir en 
général que la solution de ces derniers problêmes , 
était toujours réductible à celle des problêmes de l'é- 
quilibre. M. Lagrange a traité cette matière avec sa 
supériorité ordinaire ; mais il n'a pas fait directement 
l'application du principe des vitesses virtuelles à l'équi- 
libre des machines : cette application est l'objet que je 
me propose ici , sans employer d'autres secours que la 
simple géométrie élémentaire. 

NOTIONS GÉNÉRALES ET PRÉLIMINAIRES. 

(i) Si l'état d^un système de forces en équilibre , vient 
à être dérangé infiniment peu , ou qu'on donne à ce 
système un petit mouvement en conséquence duquel le 
point d'application de chaque force parcourre un espace 
infiniment petit, la force demeurant toujours parallèle 
à elle-même , ^ou se détournant infiniment peu de cette 
direction par un petit mouvement circulaire autour du 
point proposé , l'espace parcouru par ce même point , 
est ce qu'on appelle la vitesse virtuelle de la force, et 
le produit de la force par sa vitesse virtuelle , est Vénergie 
ou le momentum de la force. 

Par exemple , soit A le point d'application d'une force 
FJg.127. qui agit dans le sens FA ou dans le sens AT \ qu'on 
imprime à ce point un petit mouvement qui lui fasse 
parcourir l'espace infiniment petit Aa , de manière que 
la xîroitc FA soit transportée an fa ^ en demeurant pa- 
rallèle à cllc-mcmc , ou en se dclournant infiniment 
peu de sa première direction par un petit mouvemcnl 
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jcirculai'rc nutour du point A ; qu'on mène ensuite du 
point A la perpendiculaire AB sur FA ; alors Ba ou 
aB sera la vitesse virtuelle de la force -F, et JP X Ba 
son énergie ou son momentum : je n'ai pas besoin d'ajouter 
que si l'on mène du point a la perpendiculaire ab sur 
FA ^ on peut prendre indifféremment Ba ou ^3 pour 
la vitesse virtuelle , et 1^ X Ab pour l'énergie. 

^) 11 y a nécessairement dans tout système de force 
en'équiljbre, des énergies positives et des énergies né- 
gatives , fpquelles par leurs oppositions réciproques^ se 
détruisent et forment l'état d'équilibre. On les distingue 
les ifnes des autres par cette considération que si la 
force agit dans le sens FA , la vitesse et l'énergie seront 
positives , lorsque l'angle FAa sera obtus ,' et négatives 
lorsque l'angle FAa sera aigu : le contraire aura lieu si 
la force agit dans le sens AF (*). 

PRINCIPE GÉ/NÉHAlm 

Dans tout système de Jorces en équilibre , de quelque 
manière qu'on imagine que l'équilibre soit troublé^ la somme 
des énergies positii^es^ est toujours égale à la somme des 
énergies négatives prises affirmativement ; oi/ , ^n d'autres 



(*) On pourra donner le signe -4- k celles des projections des vitesses 
virtuelles , qui toïnbcnt sur les directions des forces , et le signe — h 
celles qui tombent sur les prolongemeiis de ces directions , ou réci- 
proquement : en d'autres termes , on prendra avec le ménie signe celles 
des vitesses yiriuclles projetées sur les directions d s forces y qui ont 
jieu d9n» le sens de Taction de ces forces , et avec un même autre 
«igné , celles qui ont lieu en sens contraire de ces actions. Il est 
bien entendu qy^ ces pj^^ctioas se comptent à p&i-tir des poinu^ 
primitif d^applicatlon des forces. (Note de J,^G. O»} ^ . 
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termes , la somme des énergies positives et négatii*es prisi$ 
avec leurs signes naturels ^ est égale à zéro. 



OBSERVATION. 

SI la ligne arbitraire suivant laquelle on imagine que 
Fcquilibre se rompt ^ est supposée perpendiculaire à la 
direction de l'une des forces , la vitesse virtuelle et l'é- 
nergie de cette force deviendront nulles , et par consé- 
quent n'entreront point dans l'équation que donne* le 
principe général ; cependant , comme cette irone force 
contribue pour sa part à l'équilibre qui doit avoir lieu 
dans tous les sens , on déterminera le rapport qu'elle a 
avec les autres forces , en donnant une autre direction 
il la ligne de rupture d'équilibre ; ce qui produira une 
autre équation qui , combinée avec la première , rem-* 
plira l'objet qu'on désire. Tout cela va s'éclaircir par les 
applications du principe général aux sept machines sim- 
ples : la machine funiculaire , le levier , la poulie , le tour, 
le plan incliné^ la vis et le coin, 

, J'avertis une fois pour toutes que je prendrai toujours 

l'unité pour (e rayon ou pour le sinus de l'angle droit. 

Machine funiculaire. 

Problème. Déterminer les conditions de V équilibre 
dans la machine funiculaire, 

l. 

ri?..i^8. g^jj. ^^ nœud bxe A d'où partent trois cordons APt 
AQ<f AR ^ tires par trois forces Ç, JR , P qui se font 
équilibre et qui agissent de A vers P, Ç et iî : la puis- 
sance P sera , si Ton vent , un poids. Je suppose que 
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IVquilibre se rompe suivant la ligne VAZ , en sorte 
que le point A décrive l'espace infiniment petit Aa , et 
que les forces soient transportées parallèlement à elles- 
mêmes en a. De ce point a^ je mène sur A(^\ AR y 
AP , ou sur leurs prolongemens, , les perpendiculaires aq^ 
«r, ap \ ce qui donne Aq^ Ar^ Ap pour les vitesses 
virtuelles des forces , et Ç X Aq , R X Ar , P X Ap 
pour leurs énergies. De plus , la vitesse virtuelle Ap 
de la puissance P , étant positive , les vitesses virtuelles 
Aq et Ar de Ç et il seron^ négatives ; en sorte que 
l'énergie P x Ap sera positive , tandis que les énergies 
Q X Aq , R X Ar seront négatives. Ainsi on a par le 
principe général, ou d'après la note, 

P X Ap=:Q X Aq + R X Ar. 

3e prolonge indéfiniment PA vers 7 , et je fais l'angle 
TAQ=p, l'angle RAQ=:q, l'angle VAQc=x: l'é- 
quation précédente se traduira donc ainsi 

P cos (x — p) = Ç cos X -{- R cos (/jf — a?) . . . . (A)^ 

relation générale entre les trois forces P, Ç, -R, quel que 
fioît l'angle x. 

Maintenant , si l'on veut compafer les puissances deux 
à deux , on supposera que VAZ devienne successivement 
perpendiculaire aux directions des puissances Ç , P, i? , 
ce qui dortilera , dans le premier cas , a? = 90® ; dans le 
second ^ x — p zzz 90° ; dans le troisième, q — - x = 90" : 
par conséquent l'équation générale (^) produira les trois 
suivantes 

P sin ^ = R sin q 

R sin {q — p") =z Q sin p 

PsmÇq— p) = Q sin q, 
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qui n^«n forment néanmoins que deux ; car en KtcUanf 

dans la seconde pour R sa valeur — . » donnée par k 

'^ sm ^ * 

première, on obtient immédiatement la troisième. 

On voit par là que , connaissant les directions des • 
trois puissances , et la quantité de Tune d^elles , on ùo^r 
vera les quantités des deux autres , et en générai , qQt 
connaissant quatre des six choses , savoir les quantité; 
et les directions des forces , 4>n connaîtra les deux autres. 

Ces mêmes équations donnent les proportions 

P : R :: sin ç : sinp 
Q : R :: sinÇç — p) isinpy 

dans lesquelles règne le même rapport : on aura donc 
cette suite de rapports égaux 

P:jR:Ç::sin^:sin;7:sin(^ — p') 

y.sinRAQlsïnTAQousïaQAPlsmRATousmRAP. 

Fjg.129. Remarque I. Si les puissances Ç et R étaient des poids 
dont les cordes allassent passer sur les poulies fixes K et 
//, alors tout restant le même , les petites perpendi- 
culaires aq ^ an seraient de petits arcs de cercje décrits 
des centres!^ et if^vt on trouverait les mêmes présul- 
tats que ci-dessus. 

Remarque II. Nous avons supposé que le nœud A était 
fixe : s^il était coulant, la direction de la puissance JP» 
diviserait l'angle QAR en deux parties égales, et on ao^^i^ 

p : il ou Q :: sin qar : sm i qar. 

1 1. 

Fig.i3o. Soit une machine funiculaire qui assemble à un mém* 
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nœud fixe A , quatre cordons tirés par quatre pilîssances 
Ç , R,^ 5", P qui se font équilibre : je suppose que 
l'équilibre se rompe suivant la direction VAZ^ en sorte 
que le point A parcoure la ligne infiniment petite Aoy 
les puissances demeurant toujours parallèles à elles-mêmes. 
Du point a , je mène les perpendiculaires aq ^ or, asj' 
ap sur leurs directions : on aura pour Féquation d'é- 
quilibre ^ 

P % Ap = 0^% Aq -\-R % Ar ^ S % As ^ 

ou en nommant respectivement p, q^ r^ x les angles 
QAT, QAR, QAS, QAV, 

Pcos (x — p'):=QcosX'{'Rcos((j — a;)-j-'^cos(r— «)..(jB). 
Supposons que la ligne de rupture VAZ devienne suc- 
cessivement perpendiculaire aux directions AQ , AR , 
AS , AP des quatre puissances i on aura successivement 
X =r 90*», q — x= 90", r — X r= 90**, X — p = 90** : 
ainsi l'équation fondamentale (5) donnera par les for- 
mules de la trigonométrie, les quatre équations suivantes 



P s\n p := R sin q -^ S s 

Q sixi q ^= S sin (r — q") -f- P s 

P sin ( r — p ) =^Ç sin r + /{ s 

Q sin p =z= jR sin (jq — /?) -}- »S s 



n r 

n{q—p) 
n(r— ^) 

n ir^p-). 



lesquelles se réduisent à deux seulement ; en sorte qu'étant 
données les directions des quatre forces , il faut se don- 
ner encore les quantités de deux d'entre elles , pour par- 
venir à la connaissance des deux autres , comme on va 
le voir par le calcul suivant. 

Je suppose, pour abréger un peu, sin pr=a, sïn qzzzb^ 
siu r = Cj sin {q—p) =/, sin (r— .;?) = y,.,...... 
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^(r-7rf)^A; les quatre équations précédetU» d^ 



Qh^Sh-i- Pf 
Pf = Çc + «A 

l'orne quelAiii^ue de ces quatre forces , pV 
. CxenpIsV -Piles trois premicm éq(iaiïon& «lonDeront 

d'où rjsuhmt.kt ikaz icbtîoa» -. 

on * , en apparmce , trois eqnatïons entre les In^ in- 
connues Q, R, S; maïs ces trob équations se rédoïfcnt 
à tleux- Eo eflèl , ù an moyen de ces trois équatiaw 
nous éliminons l'une des trois inconniies, par exemple) 
Q, nous aurons 



ce qui donne les deux équatii 
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perpendiculaires aq^ ap ^ ar aux direclions des pubsances 
Q, P et /2 : on aura pour l'équation générale d'équilibre 

et en liovmnant respectivement p ^ q ^ x les trois angles 
QAP, ÇAOj QAZ ^ cette équation devient 

R cos (x — y) = Ç cos X -{• P cos {p — ar). 

Farbons successivement x = 90®, p — x = 90®, • 

q — X = 90", nous trouverons 

P sin ^ == H sin q 

Ç sin /? = iî sin (/? — ^) 

Çsin^ = Psin (;? — ^), 

équations qui donnent cette suite de rapports égaux 

Ç : P : i{ :: sin (/? — ^) : sin ^ : sin ;? 

:: sin PAO : sin QAO : sin QAP. 

Poulie. 

m 
i 

Problême. Déterminer les conditions de Véquilibre 

* 

J^7|5 la poulie. 

Soit un poids P soutenu par une poulie qu'embrasse Fig. 153 
tme corde tirée par les puissances Ç et R : que l'équi- 
libre se rompe suivant la direction ZAV ^ en sorte que 
le point A de concours des puissances Q et H , parcoure 
le petit espace Aa, Du point a , menons aux directions 
des puissances P, Ç et ii les perpendiculaires ap ^ aq ^ ar: 
61 l'on observe que le point A est celui d'application des 
■ forces , et qu'ainsi les vitesses virtuelles Ar^ Aq ont lieu 
dans le sens des forces R et Q , tandis que la vitesse 



E* 
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virtuelle Ap tombe en sens contraire de Taction de P, ot 
aura {noté) Tëquation dVquiiibre ^ 

dont on fera le même usage qu'on a fait de l'équation 
analogue dans les cas prccédens. 

On voit qu'ici la direction OAF du poids P, partage 
ncccssairemnnt en deux parties égales Fangle QAR^ et 
que , par conséquent , les: deux puissances Q et jR sont 
égales. 



To 



ur. 



Problème. Déterminer les conditions d'équilibre ions 
le tour. 

Fig.i38. Soient un poids P et une force ou puissance Ç» ap- 
pliqués au cylindre et à la roue d'un tour , et en équi- 
libre : le poids et la puissance sont dans le plan de la roue, 
hypothèse qui n'influe pas sur l'équilibre (pag. i43). Sup- 
posons que l'équilibre se rompe suivant la direction quel- 
conque ZAV ^ de manière qu'un point A de cette ligne 
décrive le petit espace Aa, Tous les points du système 
décriront en même tems de petits espaces égaux et 
parallèles à Aa. Les puissances P et Ç vont concourir 
au point B ^ et la résistance du centre C , commun au 
cylindre et à la roue , peut être regardée comme une 
force iî qui agit dans le sens CBK, Je mène par le point 
B la droite zBu parallèle à ZAV^ et par le pointa U 
droite ah parallèle à AB , ce qui donne Bb égale et 
parallèle à Aa, Du point 3 , je mène les perpendicu- 
laires hp ^ bq ^ hr aux direclions des trois puissances Pf 
Ç, R, Alors on aura réqualion gciicrale d'équilibre 

Px Bp=qx Bq + Rx Br^ 
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en nommant r*speclîvetnenl p , g , X , lei angles... 
fBB, Q'BP', Q'Bu, 

cw(js — j)= — Qcoax + R cos (» — ;>),... (C). 

Supposons que- la ligne de rupture devienne successi-» 
:inent perpendiculaire' à la direction de la force R et 
celle de la force Q: on aura, dans le premier cjs, 
— p ==; go°, et par conséquent cos fx^/i) = o ,. .. . 
ijr=— slnp, cosC* — î)=sin(y — p): dans la 

:ond f x = 90°, et par conséquent cos x :^o , 

i (a: — p)=sin/>, c»s (« — ç)r=sîn 9. Ainsi, l'équa- 
ioD générale (Q donnera ces deux équations particu^ ' 
ercf 

i^sin (jj—p}=Qslnp 

Psin j = Asinp, 

'où résolle cette mite de rapports égaui 

P:Q:R:: smp :sîn(y — p) : sîny 

:: sin QBR' : an P£iî' : sin PBQ (*). 



.(«) Or dani 1« iriangTe* BCy , BCM Kclanslf. en iV et M, 
1 a , en daignant pur A le rayon CN de Ja roue , cl pat r la 
joo CjI/ du cjLodre , lei deui proponioni 



M O^/î' : I : 



T BC 

: BC 



d'où 



a PBK =-^ 



'' : : ■ -T^T : 1 



I Poitf *»«laer lea preisicm sur Us points d'appui , il faut riuUic 
[m poi(t> P diai 91 tériuble poiiûun , |>arcc que ces pieswoiu iiricut 

ll>« Il potiUqn du poidi. ( I^Qte de J,~G, G. ) 

i3 
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Plan incliné. 

Problème. Déterminer Us conditions d* équilibre sur 
ie plan incliné. 

Soit un corps X dont ie poids est P, reténu en équi- 
libre par une puiyance Q sur le plan incliné GHI: il 
Flg.i35. faut pour cela que la direction du poids P et celle de la 
puissance Qst rencontrent en un point yf tel qù^ en menant 
de ce point une perpeiidiculaire ABR au plan incKné, 
^B^^tte ligne passe par un des points d'attouchement da 
corps avec le pUin incliné , afin que la résultante da 
poids et de la puissance y y trouve sa destruction. Cette 
condition étant supposée remplie ici , j'imagine que l'é- 
quilibre se rompe suivant la direction VAZ ^ et que le 
point A décrive l'espace infiniment petit Aa^ D14 point 
a ^ je mène les perpendiculaires ap ^ aq ^ ar aux di- 
rections AF^ AQ , AR du poids P, de la puissance Ç et 
de la force R dirigée suivant AR' qui exprime la résis- 
tance du plan incliné. On aiîra l'équation d'équilibre 

PxApJ^QxAqzsiRy. Ar^ 

c'est-à-dire, . . 

P cos (/» — a;) + Ç cos {q + jr) =;p jR cos «, 

* en nommant p , ^ , x les angles PAR , QAR , RAZ. 
Faisons i**. jp z= cjo® , c'est-à-dire, la Jigae de rupture 
dVqullibre perpendiculaire à la direction de la force B.^ 
ou parallèle à la longueur GH du plan incliné. L'équa- 
tion ci-dessus deviendra 

Psin.jti;i= Ç sin ^, 
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^i donne 

P: Q :: sinç : sîn p :: sin Qj4R : sin P^A 
:: Q.OSAOG : sin/fG/. 

Ainsi , le poids est à la puissance comme le cosinus de 
l'angle que forme la puissance avec la longueur du plan 
incliné, est au sinus de Tangle dHnclinaison du plan. 

%^, Soit X 4-7 = 90° , ou supposons que la ligne de 
mpture d'équilibre soit perpendiculaire à la puissance 
Q; l'équation deviendra 

P sin (^p -^^ q) z=i R sin q f 

ce qui donne la proportion 

> : jR :: sin ^ : sin (/? + q) :: sin QAR : sîn PAQ 
:: cosAOG : sin PAQ. 

Ainsi le poids est à la résistance, comme le cosinus de 
l'angle que forme la direction de la pmssance Q avec la 
longueur du plan incliné y est au sinus de l'angle que forme 
cette rpêrae direction avec la verticale , ou au cosinus 
de l'angle qu'elle forme avec l'horisontale. 

Ainsi , en réunissant les deux cas , le poids , la puis-* 
sance et la résistance du plan incliné j sont trois force s pro^ 
portionnelles au cosinus de V angle que forme la direction 
de la puissance avec la longueur du plan incliné , au sinus 
de V angle d'inclinaison du plan , et au cosinus de l'angle 
que forme la direction de la puissance ayec la base <m plan 
incliné^ ou la ligne honsontale* 
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^^H" Problême. DiUrminer Ut eonditlom d'équilibn it U 


F'S.iîG. Soient 


une vis verlicale el son ccro 


u : l'effet de celU 


machine 


est toujours le même , soit qu' 


Ile élève un poi^, 


soit qu'elle comprime un corps. Je su 


ipose donc que 1) 


vis soit fî 


xe ei que l'ccrou suit charge d 


un poids P dont il 


ptut ^Ire cetisé faire parlie. Ce poids est soutenu en 


équilibre 


sur les filets de la vis par 


u„. p„i„anc, e 


appliqué 


perpendiculairement H liorisontalement à l'ei- 


trémilé d'une barre licc à l'écrou q 


'elle tend à faire 


tourner a 


itour de l'axe vertical de la vL 


. Imaginons que, 


dam un 


n.stant , b puissance Ç décri 


e un petit arc c. 


je poid.i 


P montera en conséquence 


d'une petite hau- 


teur A 


u'on peut considérer comme 


la hauteur d'un 


petit piaf 


incliné. Or les petits Cspac 


s c et A sont lu 


vitesses > 


rtuelles it la puissance et d 


J poids : ainsi on 


aura 








Qx c = Pxfi, d'où P\ Q 


: c : A. 


Donc , en 


prenant la somme C de tout 


les petits trcse. 


el ta son 


me H de toutes lea petites 


bauleun eom»^ 


pondantes h , on aura la proportion 


J| 




P:Q:: C: it. 


il 

ercle que la pÛB? ^ 


Maïs Ces 


la circonférence entière du c 


Mnre déc 


rit horisontalement, tandis que H est la hao- | 


leur total 


d'un pas de la vis. 




Ainsi , 


pout l'équilibre de la ris, ! 


e poids est i /<■ | 


puissante, 


comrw ta circonférence çue diçrit te point iaf- J 
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pîication de la puissance , est à la hauteur da pas de lu 
vis (*). ^ , 

Coin. 

PaoblÈME. Déterminer les conditions de V équilibre du 
coin. 

Soit un coin BEC inXxoAmi dans la fente d^un corps 
et qui étant frappé perpendiculairement à la tête JBCFig.137, 
par' un marteau , ou une force F , tend à séparer les 
deux parties X et Y an corps que je suppose soutenu sur 



(*} ]tÇous dédairons la même conclnsion du second mode de gcnéra-* 
tion de la vis , exposée ( page 169 ). 

Si^ lors^ae la puissance et la résistance sont en équilibre , on 
suppose que la puissance soit un instant prépondérante, son poinc 
d^application parcourra dans cet instant un arc infiniment petit de 
la circonférence qui a R pour rayon , et que nous désignerons par 

— — 3^i?, m étant un nombre très-grand. Or, d*après la gcnératiou 

de la vis, la résistance parcourra , parallèlement h Taxe delà vis ^ une 

portion — de la hauteur ^ du pas de la vis , qui sera ]a quantité donc 

,1 I , ^ / . 

récrou s élèvera. Ces quantités — ^ttR et — /* seront les vîtes es vir-^ 

tuellcs ^ la dernière étant dirigée en sens contraire de la résistance , doit 
être prise négativement. On :iura donc , en désignant par P" la puis,- 
sance appliquée perpendiculairement a Textrémité de la barre qui fait 
corps avec Técrou ^ et par p le poids de Técrou et de sa clurgç , 

* P' y. -LajrR — Px— A = o, 
«• « 

^^ou l'oi^ déduit comme ci-dessus 

P' : P :: h ', ^irn. 
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une base fixe HL : les faces de la fente s^appliquent 
contre celles du coin , et leur opposent des résistances 
Q et R dont les directions vont concourir au point A 
avec celle de la force F, Supposons que l'équilibre se 
rompe de manière que le point A parcoure le petit 
espace Aaj et du point a menons les perpendiculaires 
a(g^ ar^ aux directions des forces Q et R : nous aurons 
réquation d'équilibre 

Fx Aa = Qx Jq + RXjirj 

qui se traite comme les précédentes. 



y" 
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CHAPITRE IX. 

I 

Du Frottement et de la Raideur des Cordes. 

Avant d'entreprendre la lecture de ce chapitre , il sera- 
bon d'avoir vu dans le suivant, ce qui est relatif à l'équilibre 
des forces situées dans un même plan , et qui ne con- 
courent pas. 

Nous avons déjà fait i*emarquer (page 12^ ) que lors- 
qu'un corps est placé sur un autre , les parties saillantes 
de l'une des surfaces en contact, s'engagent dans les porcs 
de l'autre, en sorte que lorsqu'on veut faire glisser l'une 
de ces surfaces sur l'autre , il faut détruire cet engrenage 
ou cette résistance qu'on appelle frottement, force passive 
incapable de produire le mouvement, mais qui peut le 
détruire. 

Si une puissance et une résistance sont en équilibre au 
moyen d'une machine , abstraction faite du frottement; , 
il y aura mouvement si on augmente l'une ou l'autre 
d'une quantité aussi petite que l'on voudra ; mais si l'on 
admet le frottement , alors , pour qu'il y ait rupture 
d'équilibre , il faudra augmenter le moteur ou la résis- 
tance d'un^ quantité finie et déterminée. Ainsi , dans le- 
cas d'équilibre , le frottement est avantageux, à la puis« 
sance , et dans le cas du mouvement , il lui est nuisible. 

La résistance du frottement, permet donc aux puis- 
sances en équilibre de varier jusqu'à un certain point , 
lans que le mouvement se produise. 

Il y a deux espèces de frottement ; la première a lieu- 
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lorsqu'un corps bu pliltAt lonqu'ane surface glisse sur 
une autre ; la seconde espèce de froitcment a lieu « Iprsr- 
qu^on fait mouvoir sur un plan une sphère , un cylindre 
ou une roue, de manière qu'il n'y ait qu'un monremeat 
de rotation : ce dernier frottement est beaiieoup moindre 
que le premier. 

Le frottement qui , dans beaucoup d'occasions , nuit i 
Teffet des machines , est , dans une infinité de circons- 
tances , d'une grande utilité ; le simple enroulement d'une 
corde^ ou d'un cable autour d'un cylindre immobile, pro« 
duit un frottement capable de résister à un effet qui 
exigerait , pour être contrebalancé , les efforts réunis de 
plusieurs puissances. . 

On a trouvé , 

I*. Que le/rqtiemeni est d'autant plus considérable^ que 
les surfaces sont moins polies et réciproquement ; en sorte 
qu'on peut diminuer le frottement , en polissant davanr 
tage les surfaces, ou en bouchant les pores avec des 
substances telles que les huiles , etc. , qui n'augmentent 
pas Tadhcrence des surfaces , autre force qui s'oppose au 
glissemen t ; 

A°. Que le tems influe sur F adhérence des corps , et que 
la résistance due à cette adhérence , est proportionnelle aux 
surfaces adhérentes, M. Coulomb a encore remarqué , à 
l'occasion de Tinfluence qu'avait la durée du contact sur 
le frottement , que la difficulté de faire glisser les surfaces 
l'une sur l'autre , augmentait avec cette durée du con- 
tact , mais seulement pendant un tems assez court qu'il 
a trouvé d'une ou deux minutes, après lesquelles le frot- 
tement i»tait parvenu à son maximum. 

3**. Que deux surfaces de même nature éprouvent un 
frottement plus grand que deux surfaces de différentes ma-i 
tières. 
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^ue pour un même corps , la résistance du frottement 
t même ^ quelle que soit celle de ses faces qu'on 
r} contact avec une nuire surface , pourvu que toutes 
s soient également polies. Ce i^ît peut s'expliquer, 
srvant que suivant que les points de contact sont 

moins nombreux, la pression sur chacun d'eux, 

est due au poids constant du corps, est moins ou 
nsidërable , et que cette pression peut diminuer 

la face en contact augmente. 
]ue le frottement est proportionnel à la pression , 
•dire que la résistance au glissement , est d'autant 
ande, que la force qui presse le corps contre la 
, est çlle-mêine plus considérable. 

bien entendre cette proposition qui servira de 
:e qui va suivre , qu'on imagine un corps N repo- 
r une surface finie qui soit un plan horisontal : le 
[1 corps sera détruit par la résistance du plan , en 
lie le corps devrait céder à l'action du plus petit 
, ce qui , cependant , n'arrive pas à cause de la 
ce du frottement ; or , si on établit au-delà du 
le poulie de renvoi sur laquelle passe un fil fixé 
ic de ses extrémités au corps , la direction de cette 

du fil , étant horisontale , et qu'à l'autre extré- 

suspende un poids Q propre à vaincre seulement 
ance du frottement ou propre à ébranler le corps, 
s qui mesure le frottement devra être assez con- 
e. On a reconnu que si le» corps Npese 2,3, etc., 
5, le poids Çdoit avoir un poids double, triple, etc., 
iire, que le frottement est proportionnel au poids 
»s 5 mais cette loi n'est pas vraie indéfiniment j car 

la pression devient très-considérable , la résis— 
lu frottement diminue loin d'augmenter propor- 
.ement. Entre certaines limites , on^à trouvé que 
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le ptôdf Q âahJe.tien ou le quart du poids iV; 
tôt» le* eu* 1« >[Mrïds Q seia donné pas rexpcneni 
Aioàf du» cette éqdalMB * 3m 

k coefficient y pent eut regardé comme une quantité 
connne : u valeur^ ponr les substances les plus génét»- 
lement employa, est domine dans les Tables de Brisson. 
■ et dans nn Mémoire de H. Cou/omi, extrait parM. iVon^, 
dan* *0D Architecttue hydraulique. Le poids Q peut èlir 
regardé comme une force qu'on a noramée force dajnt- 
temntt , iV est la presùon , et / te coefficient par le^n^ 
om doit multiplier cette pression pour avoir la force do 
frottement. 

. Pour laire connaître ce que l'expérience a appris it 
,.phis certain inr la menthe du frottement, cansidént^ 
nu corps pesant, posé" snr un plan horisôntal : ce cotft 
restera en repos,. et'il exercera sur le plan nne preàtn 
égale à' son poids. Dans rette situation , le frattemuit 
n'influe en rien sur l'équilibre : mais supposons que P» 
incline le plan donné sur le plan horisonial , tt soiir 
l'angle des deux plans; le poids P se déromposera (pag. iiE 
et 127 ) en deux forces, l'une perpendiculaire au plan in- 
cliné etégaleàPcosn, l'aulre dirigée dans le plan incliné, 



égale à Psi 






supporte le plan ; mais il est évident que , sans le frolH- 
ment, la seconde ferait glisser le corps le long du piffl 
incliné ; par conséquent , si le corps continue de resio 
en repos, il faudra conclure qu'il existe un frottenol 
capable de détruire la force Psirn». 

Si l'on continue d'incliner de plus en plus le pta 
donné sur le plan lioHsontal , la force Psina 
mentera , et au contraire , la pression P cos n et k 
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tement du corps diminueront ; car , il n'y a nul doute 
que le frottement ne diminue avec la pression : la com- 
posante du poids P, dirigée dans le plan incliné, finira 
donc par vaincre le frottement , et par mettre le corps en 
mouvement : or , si l'on fait croître l'angle a assez lente- 
ment pour qu'on puisse saisir avec exactitude l'instant 
où l'équilibre commence à se rompre , et si l'on désigne 
par C la valeur correspondante de a , il est clair que la 
force P sin ^ donnera au même instant la mesure du frot- 
tement du corps contre le plan incliné. Soityie rapport 
de ce frottement à la pression qui est égale à P cos ff , à 
■ cet instant : ou aura 

y.Pcosff = Psin ff, d'oùyi^tang ff== -— , 

tj étant la hauteur et B la base du plan incliné. 

Ainsi , la tangente du plus grand angle peur lequel 
Un corps pesant posé sur un plan incliné , puisse s'y tenir 
en équilibre , ou , si l'on veut , la tangente du plus petit 
dngle pour lequel il commence à glisser le long de ce 
plan , exprime le rapport du frottement à la pression que 
supporte xe plan: 

Equilibre du Levier , 'en ayant égard au 

frottement. 

Soit un levier percé d'un trou cylindrique au travers 
duquel on fait passer un axe fixe qui est un cylindre d'un 
diamètre à-peu-près égal à celui du trou , de sorte qu'en 
tournant autour du cylindre, le levier frotte sur tous les 
points de sa surface , et il s'agit de déterminer les limites 
dans lesquelles ce frottement peut empêcher le mouve- 
ment de rotation d'avoir lieu , quoique les forces appli- 
quées au levier ne se fassent pas équilibre entre elles. 11 est 




Levons 

bien eatendu <^e k section du cylindre par un plan p«N 
pendiculajre à son axe, est un cercle. 

Nous supposerons que le levier et le» forces appliquée! 
à ses deux extrémités, soient dans un plan parpendicuJaire 



à l'axe du cylindre fixe 


el qui coupe cet axe en un 


point C. Si la somme dos 


momens des forces qui tendeni 


à faire tourner le levier 


dans un sens , est égale à la 


somme des roomens des f 


rces qui tendent à le faire loor- 


ner dans le sens opposé , 1 


résullante passe par le point C, 


elle est perpendiculaire à 


a. surface du cylindre , et l'équi- 


libre a lieu sans que le fro 


lement y contribue (^duievier). 


Mais si l'une Je ces son 


mes l'emporte sur l'autre , Il 


résultante ne passe plus 


lar le point C, elle renconite 


obliquemenl la surface du 


cylindre , et elle se décompost 


eu deux autres forces , Tu 


ne perpendiculaire à la surface 


du cylindre , qui est di 


ruite , l'autre tangente el qui 


ferait loumer le levier , 


si elle n'était détruite par It 


frottement. Désignons pa 


L la différence de ces drm 


sommes de momens , et 


maginons que cette diffcrcjicï 


augmente Je plus en plus 


jusqu'^ ce que l'équilibre soit 


sur le point, de se rompre 


: à cet instant , les forces don- 


nées P, F', P", etc. , s 


ont encore tenues en équilibre 


par le froltenieut conside 


ré comme une force tangente 


au cylindre fixe, et qui te 


nd à faire tourner le levier dans 


le sens des fojces qui on 


: donné la plus petite somme 


de momens : or il faut 


pour cet équilibre , que It 


moment de cette force , 


pris par rapport au point C, 


soîl égal à L, a&fi que 1 


a résullanle de cette force, fl 


des forces P', P", P"', e 


le. , soit perpendicubire à b 


surface du cylindre fixe 


ce qui exige qu'elle vienn* 



passer par le point C. En désignant donc par F le ftol- 
temenl , et par r le rayon du cylindre fixe , nous aurons 
{nem. pag. 38, elcbap. X) i = fADepltis, soil^l' 
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citante J» forcei F, P', F", P'".. .., celle forcée 
lera la pression que ïiipporLe le cylindre Cxe , perpet 
iremcnt à sa surface , el parce que le frottement est 
roportioniiel i la pression, on aura F=:fR,J élanl 
a coefficient donné et indépendant des forces /", P", 

*", etc. , appliquées au levier. On aura donc ainsi 

X=Aii....cO; 

s'agit donc d'évaluer R. A cet effet , menons dans le 
ilan des forces R , F, P', P", etc., deux ajies reciangu— 
, a', «'/..., b, b', C, C"... les 
c chacun des deux axes. Puisque K 
tt la résultante de P, P-, P».. . on aura {fhap. dernier^ 



Rcosa^f cosfl'+Pco 


s a' + P" cos «" -t- etc. 


iïcosJ = Pcosfr' + Fco 


s C + pu cos ;// + etc. 


Ton fait pour abréger 


1 


P' cos m' + pu cos 


J' + etc. =z X 


P' cos C + P'i cos 


C« H- etc. == Y, 



X qu'on appelle R' la résultante des forces jP, P", P", eic.{ 

lù l'on conclut, en employant pour F sa r.tleur/R, 
" =. fi' [(cos a -y cos a'y + (ces i -/ cos i')'] î 
ib on a 

cos' a 4- cos' i = I , cos" e.'- -]^ cos' i' ^ i , 

«Paîlleurs les directions du frottement et de la pression 
A, étant perpendiculaires l'une à l'autre , on a aussi 

cos a cos a' -f- cos f cos i' := o. 
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jp/> 4- ti^pfp cos « + F» == IV^* (i +/») , 

si l'on substitue pour iV sa valeur ^"Tp — ^ ^^^ée de b 



première équation y et qu^on fas&e, pour abréger ,•••. . 
^* = — -^ — = I + "77^ y on aura une équation du second 
degré dont la résolution donne 

Bans le cas du parallélisme des force», « = o , et la for-' 
mule précédente devient 

or, b étant une quantité fort petite par rapport à ;?' et kpf 
les deux équations précédentes deviennent, en négligeant 5', 



w> 



P' = Pj-^ ±-^ \^p" + s^p'p cos . + p' J.... 

P' = p{-^i:^(;,'+rt}....(*). 

Le signe supérieur doit être employé dans le cas où U 
force P' est sur le point de vaincre la résistance et le 
frottement , et le signe inférieur , dans celui où le frot- 
tement est en faveur dç P^, 

Lorsque y = o , et alors y =:cd ^ on trouve , les force* 
n'étant pas parallèles , 

P':=:iP.J^, d'où Py = Pp , 
p 



et 
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N=i/ f P'» + 2 P'F cos * + P»}. 

Les formules (a) et (^) trouvent leur application dans 
Téquilibre de la poulie^ lofsqù^on a égard- an frollemetit. 

^Equilibre du Plan incliné, en ayant égard au 

frottement. 

Nous avons reconnu (pag. 126 et 127) que les condi- 
tions dVquiUbre d^ua corps retenu sur un plan incliné par 
cieux forces P', P'', étaient exactement celles qui auraient 
lieu si les forces P, P' étaient ismiédiatement appliquées 
sous leurs quantités primitives et sous des directions pa- 
rallèles , au point où la direction de la résultante perce 
le plan incliné. Nommant donc a', a" les inclinaisons des 
forces sur ce plan , ces incUnaisons étant prises dans le 
plan des forces , on aura pour les composantes normales 
<lc ces forces, P sin a'*, PZ/sin»//; leur somme, c'est-à-dire, 
la pression que nous désignons par iV, sera donc (pag. 127) 

N=F sin a' + Ff sin *«^. 

Supposons que F soit le poids du corps que nous 
avons toujours désigné par P, et notons par t Tangle du 
plan incliné avec Thorison : on aura sin a' = cos c ; con*-» 
scquemtnent la pression devient 

A" = P cos £ 4" ^ sin a' , 

on représentant la puissance par P, et remplaçant «'' par 
OL : ainsi la formule Q ■=='fN (pag. 202) se change dans 
celle-ci 

q=f .N=f{P cos 1 + F sin a'.) 

Lorsque P agit horisontalement , auquel cas a' = «, 

i4 
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donc 



* +/' 



I— /'. 

4' où l'on (tonclut 

H faut maintenant remplacer la force auxiliaire y par la 
force q agissant à l'extrémité du bras de levier il (pag. i ja), 
et on a 

qR=Jr, d'oà f^q. — 'y 

portant celte valeur de J dans rëquation ci-dessus ^ on 
trouve celle-ci 

qui dans l'hypothèsey^ = o, redonne en effet cette relation" 

trouvée (pag. 17a) lorsqu'on fait abstraction du frot- 
tement. 

Mab l'équation (2) contient le rayon r, c'fli^à-dire, 
la plus courte distance }k l'axe , du petit poids p , retenu 
par la force ç ; tandis que la relation (^) en est indépen-* 
dante , ce qui a permis de Tétendre à la totalité des forces 
élémentaires ^% qffy etc. , et des poids partiels correspon- 
dans p\ p"j etc. 

Si l'on considère la vis hjilet earrè^ on pourra sup- 
poser , sans erreur sensible , la pression totale s'exerçan^ 
sur tous les points d'une hélice tracée sur la surface en 
contact du filet carré , et à distances égales des deux 
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fcélicea extrêmes , limites d« cette surfare. On n' 
donc plus à considérer que des poids éléntcntairM 
reposent sur une hélice décrite sur la surface d'un 
liudre dont le rayon est r : ce qnl fournit une ; 
d'égalités telles que (2) qu'on pourra ajouter; en i 
^u'on aura , d'après les conMdéralîons employées ( n 
pag. 172), rette équation relative à l'équilibre de I 
(Uns le cas du frottement , 



1 



oa plus généralement 



h + 2.r^' 



■C4): 



ies signes inférieur et supérieur se rapportant aux cas oii 
le nioteur F' doit cire prêt à produire le monvcmcnl , 
et où i! est simplement destiné à empêcher que le poids 
jP ne descende , en incttant à profit l'obslacle que le frot- 
tement oppose à celle descente. Ceux qui voudront plus 
de détails sur celte matière, devront consulter les ouvrages 
de M. Prony. 

Frottement d'une corde qui s'enroule autour 
d'un cylindre. 

La soliiilon de ce problème donne une exi^cslioa 

de la prodigieuse résistance qu'offre une corde enroulée 
autour d'un cylindre, résistance due au seul frottement 
et qui est telle que , dans les i 



, l'effort 



i ferait casser la i 



e serait qu'une 



. petite partie de celui qui pourrait la faire glisser. 

Soient BAN le profd du cylindre , AD une des extré- 
mités de la corde à laquelle est appliquée la résistanc* 



3 
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nxJa + PxBb 
' ^-" = BC -^ 

telle est donc raugmentation du moteur P, due à la roi- 
deur de la corde. 

S'i oa supposait que la résistance de la co}r<le à se 
dérouler au point D , pût être fit^îgëe à régabd de sa 
résistance à s^ enrouler au point jé^ ce ^i a lieu à-peu- 
près dans la pratique, on aurait <ff 3 = o , et Fexpres^ 
sipn précédente deviendrait 



P—n^ 



BC 



Il rcsuHc de celte formule que , pour «n œ^me rou- 
leau ,^ ou une même poulie, la résistance 4ue à la 
roideur de la corde , est proportionnelle à la tension II 
lié cette corde , et à une quantité inconnue jia. Si Ton 
suppôt la quantité u4a proportionnelle à une puis- 
sance fc du diamètre K de la corde , on aura ^a = hKt* , 
et noiinnian/ R le rayon de la poulie , Fe^qpression ci- 
defsus deviendra 

P — n r=- 



R 

Mais outre la roideur provenant de la tension n , il 
en existe une autre due à Tourdissage o-u à la fabrica- 
tion : cette seconde résistance constante peut être sup- 
posée , comme la première , proportionnelle à une 
puissance ^ du diamètre de la corde ^ où = aKf* ; 
observons que le diamètre du rouleau , venant à dirai-* 
nuer , la courbure -de la corde et la résistance de la 
roideur due à la fabrication augmenteraient , en sorte 

qu on peut poser cette résistance = — - — . On a donc 

R 

pour la résistance totale , que' nous désignerons par r, 
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Les quantités a^ b ^ ft. doivent être déterminées par l'expé- 
rience qui vérifiera en même tcms la fo^me des fonc- 
tions adoptées. 

D'après les belles expériences faites par M. Coulomb , 

pour déterminer la roîdeur des cordes, et rapportées 

avec détail dans V Architecture hydraulique , l'exposant 

fA est I , 7 ou 1 , 8 potir les cordes blanches ; d^où on 

conclut que la résistance d'une corde qu'on veut plier 

autour d'un rouleau , est , à peu de chose près 9 pro- 

ftortlonnelle an carré de son diamètare. M. Coulomb '^b- 

«erve ^ne l'exposant fi n'est pas le mente- dans toutes les 

espèces de cordes ^ :sa valeur dépend , pour les cordes 

!d'«me même fafbrtqvie , ie l'usé et du plus o« moins 

de flexibilité de la ^orde ; iiiaîs :quoique cette valeur 

d'nmiiue k naesHcesque les cordes s'useni, H ne l'a jamais 

trouvée au-dessous du nombre i , 4 qu'on peut prendre 

pour fA lorsque les cordes sont usées. 

C'est par d'autres expériences rapportées dans l'ou- 
vrage cité , qu'on est parvenu à évaluer a et b. 
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des X , et par C son angle avec Taxe des y , noos anroai 
pour les composantes cherchées, K cos «i il cos ?; or, 
les forces A cos « et A cos ? ou JR sin « , sont idend- 
quemcnt les mêmes que X et Y^ puisque , dans le £siit, 
les deux composantes suivant les axes des x et des y^ de 
la résultante totale , ne peuvent - être que les résul- 
tantes des composantes de toutes les forces suivant les 
Xnémes axes. On a donc 

X = il cos « , y = Jt sin c. 

Qu^on ajoute les carrés de ces équations , puis qv^o» 
divise la seconde par la première , et on aura ces deux 
résultats 

„ , /^ =ï — ' sin m Y 

COS « jL 

•ilont la première fait connaître la grandeur de la réniP 
lante du système, et la seconde donne sa ligne de &• 
rection , et on sait d'ailleurs qu'elle passe par le- point Jtt 
Mais, dans le cas d'équilibjre , la résultante est nulle > 
on a donc il =r o , et comme il* est la somme de deux 
carrés , il faut donc qu'on ait séparément 

X = P" cos *' + pu cos «// + etc. 6= o 
y = P' sin mf + P// sin <L*» + etc. = o. 

Telles sont les conditions d'équilibre d'un système <i^ 
forces qui agisjsent sur un point libre. 

L'équation dç la érection de la . résultante est 

y = axy 

Y 

c* comme a = tang « ;= -=- , elle devient 
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Y 

jr=:-— or, d'où Xy^^Yx^zo^ 

latlon satisfaite indépendamment de x , et dey par 
= 0f Y:=io^ ce qni ramène aux deux conditions 
qnilibre trouvées ci-dessus. 

n on a seulement Y=2 o , c'est qu'alors l'effet des 
nposantes suivant l'axe des y y est nul ; dans cette 
>othèse , tang a = o ; la résultante . est donc dirigée 
*rant l'axe des x j et de plus JR = X, ce qui a effec-» 
;ment lieu. 

[Considérons des forces P', P^y P^", etc. , situées dans 
pace , et supposons qu'elles agissent sur un point libre 
it les coordonnées soient a j b , c -, désignons par a', C\ 
; «^, ^^/, y'% etc. y les angles de chacune de ces forces 
!C les axes des x' y z! menés par le point de concours ^ 
'allèlement aux axes primitifs des x ^ y ^ z. On aura 
iir les composantes suivant l'axe des x' ^ 

P* cos a% P" CQ§ a*, P'" cos «'", etc. , 
vant l'axe desjr', 

P' cos es P'^ cos V^^ F" cos ffw, etc. , ^ 
Tm , suivant l'axe des z'j 

P' cos 7% P'f cos y", P'" cos y"% elc. 

Toutes les forces du système seront donc réduites à trois 
Dupes de forcçs qui agiront suivant les axes des x'^y^ a^^ 
les composantes de chaque groupe , dirigées suivant un 
?me axe , se réduiront à une seule force qui sera leur 
Hime ou leur différence , ou plus simplement leur 
nune, en ayant égard aux signes connus d'avance des 
"^posantes. 
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COS* a! -|- COS* C + COS* y' = I 
COS* <f; -f" COS* ff, -f" COS* y;= I. 

On aura donc 

mais comme les forces P* et /î/ sont des qtrantîtés abso- 
)oes , il faut qu'on ait P^ = R' ; les équations précé- 
dentes se réduisent alors à 

cos a' =— COS. «; ; ces ff = — cos f^ ; cos y' = — cos y,; 
d'où Ton conclut ' 

a' = 200*» — «,; C = 200* — C, ; y' = aoo" — y,. 

Ainsi ^ les angles «' et «,, C et C,, y' et y|^ étant supple- 
mens l'un de l'autre , il s'ensuit que la force P' est 
égale et directement opposée à la résuUaate il'. 

Les équations de la ligne de direction de la résultante 
/î, sont 

{x — à)Z=(^z — c)X 



(*) On sait que 

sont les équations des pi-ojections d'une droite menée par l''origine , «ur 
les plans des xz et des jrz : si sur cette droite et à partir de l'ori- 
gine , on prend une longueur /i , si x , y ^ z sont les coordoB-^ 
nées des extri'mitcs de li et a , $ , y , les angles de Ji avec le* 
axes des 3: , ^ , s , on aura 

X— Il cos a f /=r/?co»/3,s = iîco»ri 



m 
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ûj h , c étant les coordonnces du point sollicité : l'une 
quelconque de ces équations est comprise dans ks deux 
autres. 

Les conditions sous lesquelles la résultante s'anéantit 
indépendamment des coordonnées x^y^ z^ sont 

Jf=o, K=:0, ^ = 0, 

et on retrouve ainsi celles de l'équilibre. Si de ces trois 
équations les deux premières seules ont lieu | on a 

R :=: Z ^ tos a = o j cos C = o ^ cos y =: i ; 

donc la résultante est suivant l'axe des r% c'est-à-dire ,' 



d^où on déduit 



X cos et y cosC 
z cos y Z cos y 



mais on a en même tcms 



X y 

z z 



cos« cos C _ , 

4onc I» ^ j il ^ 5 et conscquemment 

cos y cos y 

COSy . X = cos flC . 2j COSy .^=: §08 6 • Z^ 

Z r X . ■ 

tnais à cause de cos y = — » cos C = -— « co5« =r -— > (pag. îaa J, 

R R R ^ 

les deux écpiations précédentes deviennent 

Or , la droite deyant passer par le point o » & » c , ces équations ^» 
^baogent^dans cdlLes du texte^ 
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cette force estimée suivant la seconde droite , c^est-à-dire ,* 
projetée sur cette droite , donnera ^ pour sa projection, 
jR cos êfCi par conséquent 

jRcos = jR cos a cos et' -f- R cos C cos C + jR cos y cos /, 

donc /i/ étant la résultante des forces P'y P^/, P"', etc. | 
et" Bf désignant È, cos I , on aura 

R' =X cos «' + F cos f + Z cos y', 
égalité qui rend Fénoncé. 



Des Forces parallèles dans l'espace. 



P', Pf^y P'", etc. , étant des forces parallèles appliquées 
à des points m', m^/, m'", etc., liés invariablement entre 
eux , et donnés par x\j'^ z'\ .r", y^f^ r" ; .x'", j'"', z'", etc. 
et ii leur résultante dont le point d'application est. 
■X, Y^ Z j nous avons trouvé ( pag. 67) ces relations 

R= P' ^ FI + P'// + etc. 

P'.x' -^ P'/.x// + 7'/''^'// + etc. 
A= ^^^ 

jr_ P^j^^ + F/j // 4 , py/ .^ etc. ) (O- 
~ • ~R 

^ _ P'z' + P//r/- + P"'z"' 4- etc. 

qui conviennent encore dans le cas ou parmi les forces 
données , les unes agissent dans un sens et les autres dan* 



• • t 
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le sens contra îre ; mais alors il faut les affecter de signes 
diffcrens,' et avoir égard en même tcms aux signes des 
coordonnées. 

Si donc on désigne par a, C, y les angles de cette ré- 
sultante avec les axes des x ^y^ Zy ou aura pour cqua— 
lions de sa direction (pag. 224)* 

{z — Z)coSflc=(a?^— X)cpsy ; (^— Z)cosC=:(j — r)cosy , 
c'est-à-dire , 



X 



+ Z^ X 



COS a 

COS y rr xr ^^^ V 



COS V 
^ COS ^ ^ ■ 




et après avoir remplacé X^ Yj Z par leurs valeurs pré*- 
cédentes, on trouvera * 



_ CCS y ^ 

COS y COS OL 

Z^X 1 = 

COS « je! 

_ COS y „ 

COS y COS b 



(î) 



COS C il 



en désignant , pour abréger , P'«' + ^^^^^ + *^c. par 
S Px ; Py + P'O^// etc. par S ly ; P'z' + F'^'' + etc. 
par sPr. 

Après la multiplication par il, ces équations s'anéan- 
tissent indépendamment des coordonnées x, ^, ^ et des- 
angles «, ^1 Y) sous les trois conditions 
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R—P' +FI +2«" +CIC. =o 

îPy=Py+P'y> + P'r'+ 
îPz=P'f' +P't'+PV+ac. = o 



-o / «^4 



(lui conséquemment csprirnent l'équilibre du système. 
OncOFHiaîtrales coordonnées jr cl j- du point dansJequel 

la rcsultante perce le plan horisontal, ea faisant s^o 
dans les équations (3). Mais si les forces données soot 
telles qu'on ait A = o, les coofJonnécs de ce poinl 
d'intersection seront infinies ; il en sera de mt'nie de ccUm 



des potDts de rencontre 


delà 


Ticme résultante a 


vec les 


autres plans coordonnes. 


Onco 


nclut de 


à qu'il r 


e peut 


y avoir équilibre sous 


la sou 


le condit 


an R = 


:o; et 


qu'alors les forces du système 


se réJui 


sent à deux re- 


Eultanies égales , toiitra 


rcs et 


non dir 


cteraenl 


oppo- 


secs , c'est à-dirc , à un 


coup] 








On appelle moment d\ 


mJo„ 


£ par rapport à ur 


phn. 


le produit de cette force 


,,., b 


perpenil 


culaire a 


liaissée 


de son point d'applicati 




,;. pb„. 


Les Iro 


s àtt~ 


niéres des équations (i) 


étant 


mnllipHe 


es ^r R 


, ren- 



t 



ferment donc le théorème des momens des forces p 
par rapport à trois plans rectangulaires. Ces 
peuvent être positifs ou né(>;3lif5; ils sont positifs quand 
la force et l'ordonnée de son point d'appUcatioa , wol 
de même signe ; négatifs dans le tas eoniraîre. 

Les expressions des coordonnées ^i Y , Z , àa point 
d'application de la résiillante, données par les Irpis der- 
nières des équations (i), restent les mêmes lorsque 
toutes les forces du système tournent en mJme tenu cl 
de la même manière autour de leurs points respectili 



ÏX. 



Il 



. irois 



;t-clirc , 
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à ces centres, sont déjà égales et de signes contraires; 
il suffira donc que leurs momens par rapport à chacun 
des plans xz , yz , soient aussi égaux et de signes con- 
traires : et comme le moment de chaque résultante , est 
égal à la somme des momens de ses composantes , il 
s'ensuit qu'en ayant égard aux signes , la somme des 
momens de toutes les forces P\ P*, etc. , doit être nulU 
par rapport au plan des xr , et par rapport à celui des 
^^. Xes deux équations d'équilibre qui restent à trouver, 
6ont donc 



pyf -}- pf/yff + pffyff + etc. = o 
P'x' + P'fxff + P'"x"' + etc 



: : : } c« ' 



On les aurait déduites àfis équations (2) qui , dans les 
hypothèses précédentes sous lesquelles cos «= o, cos b=Oj 
cos y = X , se réduisent à 

X=:0 , Y-=zO , 

en observant que R =r o. 

Ainsi , pour Téquillbre d'un système de forces paral- 
lèles , il est nécessaire et il suffit , 

1°. Que la somme des forces, soit égale à zéro j 

^°. Que la somme de leurs momens , soit nulle par rap- 
port à deux plans parallèl(^s à ces forces. 

Si la seconde condition seule était remplie, c'est-à-dire, 
«i les équations (G) étaient vérifiées, sans que l'équation (5) 
le fut , la résultante des forc*es coïnciderait avec l'inter- 
section des plans xz ^ jz \ par conséquent elle serait dé- 
truite dans le cas où cette ligne contiendrait un point fixe. 
11 s'ensuit donc que lorsque le corps solide auquel sont 
appliquées dcS forces parallèles , renferme un point fixe, 
il suffit , pour l'équilibre , que la somme des momcn* 
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3e CCS forces soît nulle , par rapport h deux plans paral- 
lèles à leur direction commune , menés par le point fixe. 
Si l'une seulement des équations (6) était satisfaite , il 
n'y aurait équilibre que dans le cas d'un axe fixe dans le 
corps, et alors la pression qu'éprouverait cet a*xe , serait 
duc à la résultante des forces parallèles. 

Des Forces en nombre quelconque^ dirigées dans 
un plan , et appliquées à des points maté- 
riels liés invariablement entre eux. 



Soient P^ Pff , , . » R les forces données et leur résul- 
tante , a', a'' . . . . a , C', ^''. . . . ^ les angles de ces forces 
et de leur résultante avec des parallèles aux axes des x 
et des y^ menées par chacun des points d'application 
m', m'',... Les composantes de ces forces, suivant ces 

parallèles , seront P* cos a', P" cos a" , P' cos Ç\ 

P" cos C^/ et les composantes analogues de la ré- 
résultante il , seront R cos a, jR cos S. 

Or , les forces de chacun de ces groupes , étant parai- 
lèles , on vient de démontrer, i". que la quantité de la 
résultante, est égale à la somme des quantités des compo- 
santes ; a", que son moment est égal à la somme des mo— 
mens des composantes : on aura donc ces quatre équations 

X= P' cos a' + P" cos Jf +. =Rcosu 
r= P' cos C' + P// cos ^" +. = JR cos ^ 

P' cos u'.y + P'f cos Jf . yfl = R cos c: . h i 
P' cos Q'.x' + Ff cos C//. jcfi = R cos :.a 3 

OMj^,^.ff, i"sont les perpe^idiculaîres menées de 
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^ , p' ei p'f étant des perpendiculaires menées d'un point 
pris dans le plan des forces, sur les directions de Ç, P^ 
et P^. Le sij^ne supérieur a lieu lorsque les forces et 
Icup résultante tendent à faire tourner les points d'ap- 
pli( ••lin» dans le mén^e sens auteur du rentre des mo- 
mi'iîs ro'^aidé comme un point hxc , et le signe infc- 
r:e!ir lorsijuo Q et P' 'tendent a faire tourner ces points 
à Ans le même sen»; , tandis cj'je P" tend à faire tourner 
le sien dans le sens contraire ( pag. 28 et 29). 

/\ciiieMeinont conj^idcrons un nombre quelconque de 
ff)»-! es fini ne concourent pas , et supposons que les 
tf '' piernièrcs forces P' , P'/ et P" tendent à faire 
Xj .' ter «Ini. un ni:^ïnc sens , et toutes les autres dans 
ijn ..ens onpoi*' Soit (^ la résultante de P' et P^ j Q^ 
cite oc Ç «^t. P' : soient encore p' , /?", p^^\ ç^ tf les 
p* ,'Mi-iicMlaircs abaissées du centre des momens sur leurs 
Cl .liions Ats forcer P, P', P", Ç, Ç' : nous auroitt 
d anrès ce qui précède 

Qq^l'p'+PI'p»; Qy=^Qq + P'Y', 
d'où Ton tire 

Q'ç'=P'p' 4- P^pi' 4. Pffjpfu. 

De mémo si Ton désigne par Ç, la résultante de toutes les 
autres forces P»^ , F" , etc. , par g,, p^'' , p"" , etc. , 1« 
perpendiculaires abaissées du point* fixe sur leurs dircc- 
tions , on aura 

Q,ç, = Py^^ + Pyr ^ etc. 

Or la résultante R de toutes les forces données, sera 
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celle des deux forces Ç' et Ç, , si donc on rpprp.'^^ente 
par r la perpendiculaire menée du point fixe sur R , 



on aura 



Rr = Qy - Q,ç, , on Rr= Q,q, -Q'g' 

selon que Ç'^'- sera plus grand ou plus petit que Q,y, : 
dans le premier cas , la force R tendra à faire tourner 
le système dans le même sens que la force Q^ , et con- 
séquemment dans le même sens que les forces P' , P" 
et JP''. Ainsi en supposant ce cas, et éliminant Q^ç' et 
Q^,y on aura 

« • 

Rr=Fp' + Pffp'f + Py" — By" — Py^ , etc. 

ce qui est T équation (^) obtenue directement. 

Ainsi on a ce théorème général à l'égard des forces 
situées dans un plan et appliquées à différens points : 
le moment de la résultante est égal à la somme des 
momens des jorces qui tendent à Jaire tourner dans le 
mêm» sens qu'elle , moins la somme des momens desjorce^ 
qui tendent à Jaire tourner en sens contraire. 

Les quatre équations (i) pourront donc être rempla- 
cées par les trois suivantes 

P' cos af -{- pu cos «'' -f- etc. = R cos «e 
pf cos ^' + pu cos ^11 + etc. = /l cos ff ) (3), 
% P'p' + F'pll + etc. = Rr 

éont la dernière peut l'être par celle-ci 

P' (j^'cos fit'— oî'sin a' ) + P' (y /^cos a'^ — a;//sin «'^ ) + etc. 
t=ll (i^ cos^c — a cosÇ) (4). 

qui renferme les coordonnées des points d'application. 
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L'équation de ta dirrelion de la résulla 
{pag. a34) devient , en observant que 



A=o, l'=o, Py -i- Pilp" + P"'p"'+ etc. =0, (G) 

qui expriment coDséquemment les conditions d'ôquiiibre. 

Des deux premières , on conclut que l'ëquiLibre ne peat 
exister s'il n'a lieu , en ramenant toutes les forces s< 
leurs quantités primitives et sous des directions parallèles, 
à agir sur un seul point. 

Si tontes les forces admettent nnc résultante unît 
on sait déjà Irouversa grandenr et une parallèle à sa direc- 
lion, menée par l'origine A : on aura donc l'un des poinf* 
de celte résultante, en décrivant de l'origine ou du cenlK 
des momens , une circonférence du rayon r, à laquelle 
Tn&nera une tangente sous l'inclinaison » avec l'iixe des x. 
Mais pour savoir de quel côté par rapport à la paral- 
lèle, tombe la résultante, il faudra avoir égard au sel 
dans lequel la résultante tenikà faire tourner autour <i 
centre des momens , et au sens de son action sur sD 
point d'application, distinctions nécessaires. 

Si l'origine est un point fixe , comme ce point est Kol- 
licilc de la même manière que si toutes les forces do 
sysLi^mc In! étaient immédiatement appliquées sous Ie«n 
quantités primitives, et sous des directions parallèles, Il 
quantité de la résultante dtvient alors la mesure de 11 
pression qu'éprouve ce point. 
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Kous reviendrons encore sur l'interprétation des con- 
ditions d'équilibre (6). Pour que les forces P% Pll^ 
jP"', etc. , se fassent équilibre , il est nécessaire qu'en 
les composant deux à deux ( pag. 5^ ) , ces forces 
se réduisent en définitif à deux égales et directement op* 
posées : il faut donc , pour première condition , que 
leur résultante soit nulle , ce qui donne les deux pre- . 
mières équations 

X =r o , K= o. 

Mais (pag 5^) la valeur de R est également zéro,' 
quand les fofces données se réduisent à deux égales , 
parallèles , dirigées en sens contraires et non directement 
opposées , c'est-à-dire , quaiid elles donnent lieu à un 
•couple : il faut donc encore exprimer que les directions 
de ces deux forces coïncident. 

Soit S la valeur commune de ces ^ux résultantes , et 
— représentons par s , 5' les perpendiculaires/ abaissées du 
centre des momens sur leurs directions : nous aurons 

X étant P'p' + ^p^^ + etc. , ou la somme des momens 
des forces qui tendent à faire tourner le système dans 
un sens , moins celle des momens qui tendent à le faire 
tourner en sens contraire , et des deux signes db , le su- 
périeur ayant lieu quand les deux forces S tendent à 
faire tourner dans le même sens autour du centre des 
momens , et le signe inférieur quand elles tendent à 
faire tourner dans des sens contraires autour du même 
point : or , les deu^ forces S étant parallèles et dirigées 
en sens contraires , le premier ou le second cas aura lieu 
suivant que ces forces comprendront entre elles le centre 
des momens , ou qu'elles tomberont d'un même côté de ce 
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point. CVst dans cette dernière position seulement que lel 
forces peiiveiit coïncider , çt de plus , il faut qu^on ait 
s = s\ d'où il résulte X = o. Réciproquement , si l'on a 
X = o , il faudra que le signe inférieur ait lieu , et on 
aura en outre 5 = 5' : donc alors, les deux forces coïn- 
cidcront , elles seront équidistantes du centre , et elles 
tomberont d'un même coté de ce point. 

Ainsi CCS trois équations sont nécessaires et suffisantes 
pour l'équilibre d'un système de forces dirigées .dans un 
même plan. 

Lorsqu'on a seulement Rr = o , d'où r := o, ce 
centre est donc alors un des points de la résultante. Or, 
s'il existe dans le plan des forces un point fixe , il suf- 
fira , pour l'équilibre , que leur résultante vienne passer 
par ce point,; si donc on en fait le centre des momenS) 
le seule condition X = o , c'est— à— dire 

P'p» + p//pif + etc. = o , 
sera nécessaire pour l'équilibre. 

Des Forces en nombre quelconque , appliquées 
ù un système de points , ou à un corps libtQ 
déforme uwaricihle. 

Désignons toujours par m', m}\ 772'", etc. , les points 
matériels sur lesquels agissent les forces données , points 

liés entre eux d'une manière invariable ; par t..» 

P', P'', P"', etc. , les forces appliquées à ces points ; par 
«*% «S y'; a'', ^//, 7"'/, etc., les angles des directions de ces 
forces avec les trois axes rectangulaires. 

Décomposons chacune des forces P% P'', etc. , autour 
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de son point d'application , en trois forces parallèles âuic 
aixes des coordonnées; ces composantes seront P' cos a', 
P' cos C, P' cos y', etc., et il s'agira, d'après ce qui a 
été dit (chap. IV), de ramener le groupe .des com- 
posantes P' cos «', P' cos S^ ; P" cos «^, P// cos C^/, etc. , 
à agir dans un même plan. 

A cet effet , on pourra , sans altérer le système des 
forces qu'on considère , appliquer à chacun des points 
matériels deux forces* égales , contraires et parallèles à 

l'axe des r, et en les désignant par g', — é^;-- 

g'fj — ^" etc. , on composera la force g^ avec P' cos a', 
puis -— g' avec P^ cos S'. Les directions prolongées de ces 
résultantes, iront rencontrer le plan des xy en des points 
dont il s'agit de calculer les coordonnées. 

Si l'on désigne par x\ y'^ z' les coordonnées du point 
m! ; par a', h' ^ c' les angles de la direction de la résul- 
tante jR' de g' et P' cos h' avec les trob axes ; par a?, ^, z 
ses coordonnées , et par M' le point oii elle perce le plan 
hdrisontal , on aura pour ses équattions (pag. 224) 9 

cos a' cos y 

X — x'z=:(z — z') »r, y — y* •=^{z — ^') -• 

• ^ ^ cos c'^ -^ -^ ^ ^ cos </ ^ 

d'où l'on déduit , pour ^ = o , 

cos a' , - cos 3' - 

x — x^ — z^ — - , y =y — ^ r =:^» 

cos cr cosc' 

en observant que , pour cette résultante , b' isn 100*. Or, 
en décomposant au point ÂP la résultante R^ dans le» 
forces g' et P' cos ««% on trouvera' 

P' cos *' = R' cos a', ^' = R^ cos c' ,' 
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Or, P'x'^ P^xfl^ etc-, Py, P^{r^» etc., sont les mo-^ 
mens des composantes par rapport aux plans j'ir, xz que 
nous avons désignes précédemment par Af et N ^ et r 
est la somme des composantes verticales , que nous avons 
notée par Z : on a donc 

(2) X=—y J-=— ....(3). 

Pour l'équilibre du syst(*me , les équations (i) ^ (2) 
et (3)' doivent s'anéantir d'elles-mêmes; conséquemment 
ce& six conditions 

X=o, r=o, Z=o, X = o, ikf = o, IV=o,(4) 

seront nécessaires et suffisantes pour l'équilibre d'un sys- 
tème de forces quelconques appliquées à difîérens points 
d'un corps libre. 

Les valeurs (a) et (3) de « et j^ portées dans (i) y 
introduiront la condition du concours des deux résul- 
t&tntes , et conséquemment le résultat exprimera qu'il y 
a lieu à une résultante unique. Cette équation de con- 
dition est la suivante 

c'est-à-dire , 

NX—MY—LZ = o 

ou bien 

LZ + Mr — iVX=o....(5), 

Quand l'équation (5) sera satisfaite, les forces...... 

P% P", P", etc., auront une résultante unique, excepté 
dans le cas où l'on aura seulement 

X=p, y=o, Z = o, 



y 



t 
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parce qu^alors chacun des groupes de forces dirigées dans 
le plan des xy ^ et perpendiculaires à ce plan , se ré- 
duisant à deux forces , égales 9 opposées et non directement 
contraires , les forces du système ne pourront pas se coul- 
poser en une force unique (pag. 63 et 64 )• £n effet, 
sous ces trois conditions seules, les équations (i), (2), 
(3) annoncent l'impossibilité d'une résultante unique dans 
chacun des deux groupes de fbrces. 

Dans le cas d'une résultante unique que nous dési-« 
gnerons par il, on aura > 

X = R cos Oj Yz=zRcosb^ Z z= R cos Cj 

a , b et c étant les angles que fait sa direction avec les 
trois axes; <lonc ^1 

X ^ r 

cosa:=z> \ ^ cosb=: 



z 

COSC:=z y 

\^X^+Y-+Z^ 
d'ailleurs 

X ss JR (^ cos a *— a; cos b) 
Mzsz R (a: cos c — z cos a) 
iV= R (^ cos c "^ z cos ^ ) , 

d'où l'on tire ces * trois équations 
* 

^ L — Xy -j- Yx = o 

M-^-Zx^ Xzz=zo \ (6), 



•i48 Leçons 

Soient maintenant 

P' cos y' = q\ F' cos y" = Qif, F" COS y"' Œ Ç^ etc., 
F sin y^ = ils P" sin y'' 17= ^'S P'" sin y'" = JR"', etc., 

a?' cos y' — ;?'c0Stf' __, x^cosy'l — Z^COSa'f -.„ ^ 

1 =XS j =X^etc., 

rrni»j ■ roc tsi'l 



cos y cos y 



1 



y'coi^Y' — ^'cosC ,-., ir'^cosy^ — r^/cosb^ _-. 

•il — i .=r% = ryy,etc., 

cos y' COSy*^ 

Ç', Ç'i^, etc. , seront les composantes des forces suivant 
des parallèles à l'axe des z 9 et R'^ R^^ etc. , les com- 
posantes des mêmes forces dans le plan o^, en observant 

que X\ X" y, y sont les coordonnées des 

points de rencontre de chacune des puissances P', P^..^. 
avec le plan xy (pag. 241 et ^4^) • d'ailleurs, û', «^ étant 
les angles formés avec l'axe des a: par les projections des 
puissances sur le plan xy , on a (*) 



(^) On sait que les équations des projections d^une droite sur lei 
plans xZj jz^ xy , sont ^ 

n 
m 

X 

m et n étant les tangentes trigoncmiétriques des angles avec l'axe des 
X, des projcclions de la droite sur les deux premiers plans, et a, b^ c 
les coordoun<?es d'un point par lequel passe la droite. Or si Ton désigne 
par a' , ^', 7'j les angles de celte droite avec les trois axes on 
a vu (note , pag. 224 et 2'i5 ),que 

cos «' cos ô' n cos .ô' ^ 

771 = ; s 7Î = ; > — 3r ". » 

cos > cos y ni cos a 

pr ^' étant l'angle formé avec Taxç def x p^ir h projection de 1» droite 
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COS af . COS -' 



os CL , COS « , , 

--=z=COStf', — : -- = siirô', 

sin y' sm y' 

COS a^/ ^ COS ff^ . n 

-=:cosal^, — ; r^=zsina'', 



sin y''^ sin y" 

etc. 

Les forces du premier groupe , toutes parallèles à Taxe 
des Zj donneront ces conditions d^équilibre, 

Ç' +Q^^ +Q"' +etc. = o 
Q'X' + Qf'Xff + Q"X!" + etc 
Ç/y/ + Q//Yif + Q'^'F" + etc 

celles du second qui agissent dans le plan xy , donneront 
celles-ci : 




R' COS a' + Rff COS û'^ + R'" cos a^^ + etc. = o 
R' sin a' + R" sin a» + 
t'(ycosa' — a/sîna')+jR"(;^''cosa" — a;//sina")+< 



- R'" cos o"' -j- ®^^' = o ) 

h R"' sin flW + etc. = o > (9) 

•''cosa" — a;//sina'0-4-etc.=o f 



JL, 



fur le plan des xy , ; = — représente la tangente du mêmt 

cos au m 



ingle, et on sait que 



cos tL cos CL 



cos a = 



V' 



cos» K ^/ cos» a -4- cos> li sin >' 
cos*« 

cos /î' 

^ cos a cos iS* cos %' 

lin a = ' = — =: -^ — 7 > 

cas» i8' l/cos» « -4- cos* ^ si» > 
1+-—, 

COS'a 



V' 



tn o])serTant cjue cos» »' + cos» 4' + cos» y' = i- 



aS« Lbçoss 

- S'il n'y a pas équilibre , on trouvera aisémenl i^ 
forces dont l'uce perpcadirulaire au plan 3jr , dëU 
minera l'équilibre dans le premier groupe , ei dont l'as 
agissant dans le plan sry ^ le déterminera dam le ieccn 
La première résultante sera donnée par 



Q'.X' + Ç''.X" -i-tu. 

Q' + Q" ^- ele. 
Ç'.y'+ Ql/.Y''+ elc. 

'Q' + Q" + <"^- ' 






et on aura pour la s 
K=v'{Cfi'£osa'+/l'/co 



:'sina' + .»"sin<iff + ete 



,*+t(cJI 



i' -i-R" cos a'^ + elc. 



tang* = - 



i' 4- etc. 



R'tosa' + etc. ' 

et enfin (pag. 338) 

—aria , ■fl'(j''cos*'-a:'.'îin g')+R'(y"cosg*-.l:*5i»^') 

— "5-+ B'cosa'-ffl-'cosfl'+elc. 



j = xUDg»+ - 



^ 



) 



r étant la perpendiculaire menée de l'origine sur 
résultante R. 



Lorsque ^=o 



a R=^ o , ou r^ o : ainsi , lorsq 
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les forces R'j /î".... quoique n'étant pas en équilibre , 
seront cependant telles que la troisième des équations (9) 
soit nulle /la résultante de toutes les puissances qui agis- 
sent dans le plan xy, et qui représentent toutes les' com- 
posantes parallèles à ce plan, passera par l'origine , c'est- 
à-dire , par un point de Taxe des z ; donc , si Taxe des z 
qui traverse le système ou le corps , était fixe y la seule 
-équation 

A' ( j'cos a' — x^sin a) -{-Rfl (^yfl cos a'^ — x^/sina^/) + etc. =0, 

dont le premier membre représente le moment de la ré- 
sultante R par rapport à cet axe , renfermerait toutes les 
conditions d'équilibre; car, d'une part, le système ne 
pourrait prendre aucun mouvement par l'action de^ forces 
Ç' Ç'', etc. , parallèles à l'axe des z \ et de l'autre l'équa- 
tion dont il s'agit , indiquant que la résultante R passe par 
Vaxe fixe, énonce^ rigoureusement que le système doit rester 
en repos. Mais comme lorsqu'un axe est fixe , le seul mou- 
vement qui puisse avoir lieu autour de cet axe, est un 
mouvement de rotation, on conclut que l'équation 

R' Ck'cosû' — x^sma')-\'R^{j^OB^tafl — x^smafl) -|-etc.==o, 

ou que celle-ci 

qui est la quatrième du système (4) 1 exprime l'équilibre 
de rotation autour de l'axe des z supposé fixe. 

On prouverait , de la même manière , que ces deux 
équations 

JPQr'cosy' — 2'cos*')-|-P//(a;//cosy//— 2r''cosa^/)+etc.=:o 

P'CX'cOSy'— ^'cOsS0+^'Cr''''cOSy'^— .^'^COsff'0+etC.=:O, 
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expriment les équilibres de rotation autour de chaca^ 
des deux autres axes • devenu fixe à son tour. 

£nfjn , ces trois équations ayant lieu ensemble , le 
corps est en repos autour de l'origine qui est un de so 
points , cette origine étant supposée fixe. 

Ccst diaprés ces propriétés qu'on a désigné ces trott.l 
équations par le nom adéquations d'équilibre de rotaiicni 
les trois autres ont été appelées équations d'équilibre de 

transïaiion. 

Ceux qui voudront étudier cette matière à fond 9. n'ait- 
ront qu'à consulter les recueils des leçons de MM. Prowf 
et Poisson , dans lesquels. on la trouvera. traitée avec toute 
retendue qu'exige son importance. 
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NOTE I~. 

Sur le Parallélogramme des Forces (*)• 

HoTTS raj^ellerons , lo. que -la résultante de deux forces, est dans 
epko de ces forces ; a^. que deux foroes qft agissent sur un point, Fig«i4^ 
iiiBt égales , la résultante doit diviser leur angle en deux parties 

n s^agit d'abord de déterminer la grandeur de la résultante R de 
leox forces égales P et Q, Pour cela , nous remarquerons qu^cnti« 
me forc« P et une force R résultante de la combinaison de deox 
forces égales P , faisant un certain angle , on doit avoir R =: AP 
A étant indépendant de P, Car R devant dépendre de P d^me 
Oenâne manière , si l'équation qui donne R au moyen de P, cou- 
toudt des puissances supérieures de P , alors le rapport des forces 
P tt R changerait , si Ton changeait leur uniié de ntesure ^ par 
«enaple , si entre R et P on avait l'équation R = AP* , d'où 

^ s= AP , eaa prenant une unité sous-double ^ R et P deTÎen- 

Iraient doubles ainsi que la valeur du rapport — ? ce qui est ab» 

'ïi^, puisque les forces P et R n'ont pas changé. Il faqt donc 
lue la relation qui existe entre R et P, ne contienne P qu'eau 
^fCQiier degré ^ reste maintenant à xié terminer la forme de A* Cette 
D^niité ne déjxindant pas de P , doit être une fonction de Tanglc 
*^ forces P et R, Représentant cet angle par x , on aura R = Pfx; 
'^ cette équation aura toujours lieu entre une résultante et sa corn- 
usante ^ pourvu que la seconde composame soit égale à la pre> 
*^Hère. Maintenant pour déterminer' la forme de la fonction ( /^) , . 



(*) Cette dëmonstratioii de M. Poisson a Hé rëJigée par M. Pjbtit , rj'pfftitpur 
* l'Ecole Polytechoicpie. Voyez le N". I.K de la Correspondance, janvier x 85^. 
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nrii» dc<flinf oi(Tor« la force P ta di ui rorccs p ei fi' , Llaat atrt ' 
Il Eirre P Ju iin};ln ffçani que noui rrprésFniEroni pir i ; a 

oni. une résulunlo qui pii'Uge ™ dfui j nriio /gain l'angle qu'ello 
foinient jntre .llr». Nou. arton.poMtfli.. de iirfine II force II ÉBil. 
■ U force P , en dea» BUlns fonsM 7 »l 7' é^\n enlic cU« (1 
.-.iix forcesp pl p', d(5 maiù^'re c|ue TanslB ^-Jrt «e irouver. é^il 
à ;. On aura donc P = p/i et Q = <l/u Mois «u li=it cl« te:» 




i* ei p, on p«ui ™>alilijer les (]u»tro force» p, p', /f , i;', don 
la nkultante sera par cons^qutni H. Or , si au lieu de corriLiiie 
Us forcH p «t /i' « Its loiT»» 5 et ç' cnteniblt, ce qui donQcrai 

▼raient produire le mSfce effet ^ue lo fore» P et Ç». Or, aa deuï 




«■iulhintei «cront l'une et l'juire dirigée» siûvunt yijt , pui»tue utU 
Ugae partage en deui parues igales l« angle» pj^ et /.'.Vî 

^yoir a- +Jf = R : or R = Pfx i aiak P = ^f!> . dune 
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FAUTES A CORRIGER. 



ge 77 , ligne 2 , la figure XNOPQF, Usez : la figure XNQFi 

95, ^6 y en remontant , sur Taxe les perpendiculairet 

jrV^ is, lisez: sur Taxe JTJT les perpendi"* 
culaires i s. 

97 , 6 , = AOBD X ûrCG , /wcz ; AQBD X cirCC 

î 2$ 9 5 , «/I remont, , la dii'ecUon de P\ lisez : la direc- 

tion de i^. 

127, 3 , enfin -— P cos a , /i;rez ; enfin + P cos «. 

x34) I ' 9 ^(^ remont. , du cordon m^' , /r^ez : du cordon 

mUf. 

i37 , i4 , Fangle FFM' , /iVc» : l'angle FMF'. 

lÉ^jf 16, De deux composantes, lisez: Des deux compo* 

santés. 

^, SaSg^q 5a5949 

104 > H, ei» jremont, , r=: ^' lisez ik:^ " 

720 720 ^ 

192, Fig. i58, ^««z ; Fig. i34. 
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â56 / Leçons 

ce qui est almirde. Donc a=ri^et R ^ i P cos x* Maimenam 
si Ton prend sur les directions des forces P tt Q, les grandean 
AB et AC égalée entre elles et égales aux forces P et Q ^ et qu^oi 
achève le losange ABDC , on aura ^ 

AO:=zAB'KcoàBAD^PcoÊX\ 



r 



donc AD ss a P cos X , et par conséquent R zz AD, La rémU 
tante de dcur forces égaies , est donc représentée en grandeur et 
en direction par la diagonale du paraUéh^amme construit sur 
les intensités des deux forces. 

Nous étendrons la proposition à deux forces 'inhales , mais dont 
les directions sont perpendiculaires. 

Soient PetQlea deux composantes , Pangle PAQ étant snpposé 
Fig.i44* droit, et soient AB = AC les grandeurs des forces P et Q : ù on 
achèTc le parallélogramme et qu^on mène les diagonales AD et BCj 
on aura AO = /»0 = CO ^= DO , parce que le parallélogramme 
est rectangulaire. Maintenant, menons P£ parallèlement à BC par 
le point A, et B F et CE paraliaes à AD par les ik>ints B et C. 
On am*a de celle manière ^O = AE = AP , et par conséquent 
raiigle 0-/6'= CAE et 4D = B.<tF. Ces angles étant égaux, 
on pourra d .composer la force P en deux forces qui agissent l'une 
suivant AP et épalc à AP^ et Fautre suivant AD et égale à AQ, 
De nicuie , on décomposera la force Q en deux forces qui agaissent Tune 
suivant AE et égcle à AE , et l'autre suivant AD et égale à AQ, 
En sorte qu'au lieu des deux forces P et Q , nous aurons les quatre 
forces AF, AO , AE et AO* Les deux forces AE et AP se 
tlcïruisent comme égales et 'dirigées en sens contraires ^ il ne reste 
donc plus que les deux forces yiO «liiigées suivant'^/) , ou , ce qui 
re^ient au même , une simple force AD dirigée suivant AD» La 
proposition a donc encore lieu dans ce cas. 

Passons maintenant au cas oii les forces forment un angle quel- 
conque. Pour cela , supposons deux forces P et Q inégales , faisant 
TiP. 1/5, une angle quelconque PAQ , et dont les grandcuis soient représentées 
par AB et AC. Achevons le parallélogramme ABDC , et menons 
les lignes DE , CG et AP perpendiculaires à AP ; prolongeons 
DC jusques en P^ alors nous pourrons décomposer la force Q en 
deux forces qui agiront l'une de A vers P , Tauti^e de A vers /*, la 



^Db StATJQûb. aS^ 

|)t«iniere <?gale à AF et Tauirc égale hi AG \ alors ^ au lieu det 
forces /* et Ç , nous aurons les trois forces AF , AG et ^^ ^ 
or les f rces Âh et ^G étant dirigées dans le même sens, pour- 
ront être remplacées par la force AF égale à leur somme \ en sorte 
qu^aux forces jP et () , on a substitué les forces AE et AF dont 
Jeft directions sont perpendiculaires , et dont la résultante sera con- 
té^ uemment représentée en . grandeur et en direction par AD qui 
«st aussi la diagonale du parallélogramme ABDC. Donc, etc. 



NOTE II. 

Sur le Théorème XVI ^ p^8^ 7^* 

I ES forces parallèles appliquées en Ai , k' , /:", représentaiîTes des 
poids des trois pyramides dont les centres de gra\ité sont k^ k\k'\ '8* t * 
sont proportionnelles aux forces parallèles appliquées tn g ^ g\ g'\ 
aussi rcprcscntatires des poids des aires des trois triangles dont g, S\o\ 
«ont les centres de gratité. Ainsi le point d'application /) de la i*ésul- 
tanie r des poids p tt p' en k et A' , divisera la droite A- A' de la 
mèfne manière que le point d'application m de la résultante R des 
poids P et P^ en g et g' .f divisera la droite g gf"; car on aura 

kn : k'n : : p' : p 
gm :gm : : P' : P, 

or en désignant par A tt A* les aires des triangles dont leb centres 
^e graviié sont en g et g\ on sait que 



et qn'aussi 



P \P' :\A : a: ,\ 



p \ p' \\ A \ A\ 



j>arce que les pj*ramides dont les poids sont p et p\^ ont même 
liauteur } et pour bases A et A* : donc 



p\p' \;P\¥' , 
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